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Capitolo 1

La nascita della Meccanica
Quantistica

1.1 Il problema della radiazione di corpo nero

Prendiamo in considerazione un corpo nero, ossia una scatola riscaldata di volume V in grado di assor-
bire tutta la radiazione che riceve, all’equilibrio termico (cio¢ dopo un tempo sufficientemente lungo).
Chiamiamo u = £/V la densita di energia del corpo. Vogliamo sapere qual ¢ la forma della distribuzione
spettrale della densita di energia u,, legata alla densita u di energia dalla relazione

oo
u :/ u, dv (1.1.1)
0

La distribuzione spettrale & una funzione universale indipendente dalle particolari proprieta del corpo,
deve quindi essere funzione unicamente delle costanti fondamentali e della temperatura. Dai principi
della termodinamica sappiamo che

e La pressione di radiazione p ¢ legata alla densita di energia u dalla relazione p = u/3.

e Esiste la funzione di stato entropia S data da T'dS = d€ + pdV, dove T ¢ la temperatura assoluta,
£ & 'energia del sistema, p la pressione e V il volume. Sapendo che £ = u - V possiamo scrivere

4
TdS = d(uV) 4+ pdV = udV + Vdu + pdV = udV + Vdu + ng = Vdu+ gudV

Essendo inoltre u funzione solamente della temperatura, possiamo scrivere du = v’dT. Dividendo
per T otteniamo infine

V' 4 1 08 o)
T+ = = —dT + —
T dT + 3udV 8Td + 8VdV
L’entropia S & una funzione di stato, dunque dS e un differenziale esatto; di conseguenza deve

valere la condizione di Schwarz dry S = dy 1S, cioe

u A (du
T 3\T T2

Sommando i termini simili otteniamo ’equazione differenziale

dS =

f= 4 1.1.2
u T ( )
che ha come soluzione
u=al? (1.1.3)
che sostituita nell’espressione T'- S = u -V + p -V ci da la relazione tra 'entropia e la densita di
energia:
4
S = gozTﬁ/ (1.1.4)



La densita spettrale, per la legge di Wien, deve essere della forma

s (3)

dove f(v/T) & una funzione incognita da determinare empiricamente. A tal scopo, consideriamo ’ana-
logia tra I’equilibrio termico del corpo nero e quello della materia. Prendiamo ad esempio un oscillatore
armonico di frequenza v, la cui distribuzione spettrale ¢ data da

v?

dove £ & I'energia media. Per un oscillatore armonico, I’energia media ¢ data dalla somma del contributo
termico e cinetico, che valgono entrambi kT'/2, dove k & la costante di Boltzmann, e pertanto E=kT. Se
pero sostituiamo questo valore nella (1.1.5) e integriamo su tutto lo spettro, la densita di energia diverge
come 2, e questo & un risultato fisicamente inaccettabile.

Prendiamo adesso in esame una superficie dS e vogliamo studiare I’energia della radiazione emessa nella
direzione ¥ per unita di angolo solido df2, di tempo dt e nell'intervallo di frequenze compreso tra v e
v + dv: essa sara della forma

AEemessa = dS dt dQ dv - J(v, ) (1.1.6)

dove J(v,) & detto coefficiente di emissione. Se invece mandiamo contro la superficie della radiazione
di lunghezza c - dt, a incidenza ¥, ’energia della radiazione assorbita nell’intervallo di frequenze che va
da v a v + dv sara data da

d€ass = (c dt dS cos ﬁ)uyj—ﬁ dv - A(v,9) (1.1.7)
77

dove A(v,9) e detto coefficiente di assorbimento. All’equilibrio deve essere ovviamente d€emessa = AEass-

Ricaviamo cosi la legge di Kirchoff:

J c
- = — 1.1.
A= cos ¢ (1.1.8)

Per un corpo nero (per cui per definizione A = 1) nella direzione normale alla superficie (¢ = 0), si ha
J=c-uy,/4m.

Alla luce di queste considerazioni, Max Planck concluse che 'energia dell’oscillatore armonico non po-
tesse assumere qualunque valore con continuita, anzi, la sua energia doveva essere in qualche modo
discretizzata. Planck ipotizzo che tali livelli discreti fossero dati da

En = nhv (1.1.9)
dove h e la costante di Planck. L’energia media dell’oscillatore adesso sara data dalla media statistica:

F S22 nhve=En/kT Chwy, ne"hv/kT (1.1.10)
- S0 e En/kT o S e nhw/kT o

Calcoliamo il valore di £. Posto 2 = e "/*T|z| < 1 si ha

F hvy oo ona™  hwxd o o na"t hwaD, Yo7 x"]

1 hvz hye=hv/kT

_hz/x(l—a:)(l_%)2 S gl p vy
hv
= ST (1.1.11)
che sostituito nella (1.1.5) restituisce la legge della radiazione di Planck:
3
1
w, = 8mh— (1.1.12)

3 ehv/kET _



Osserviamo che nel regime di basse frequenze, cioe hv < kT, sviluppando al primo ordine e/*/*T ~

1+ hv/ET, si ottiene
3 2
v> kT v
Uy ~ 8mh— — = 8n— kT

v c® hv c?
cioe la formula classica ¢ il caso limite della formula di Planck per basse frequenze.
Per quanto riguarda la costante di Planck h, sperimentalmente si ¢ ottenuto il valore 6.6 - 1
E interessante osservare che h ha le stesse dimensioni di un momento angolare.

072" erg - s.

1.2 L’effetto fotoelettrico

Einstein ipotizzo nel 1905 per spiegare l'effetto fotoelettrico che la luce fosse un qualcosa di discreto e
non continuo, cioé che fosse essenzialmente composta da particelle. Assumendo che tale ipotesi fosse
vera, sorgeva il problema di trovare un modo per contare tali particelle. Innanzitutto, ci poniamo nel
regime di alte frequenze (cid implica basse energie e meno particelle da contare), cioe eIET > 1 e
quindi la formula di Planck puo essere approssimata a

h 3
wy =~ swcige*’w/” (1.2.1)

Consideriamo un volume V. La probabilita di trovare una particella in una porzione v di V' & data da
v/V. Se le particelle non interagiscono, la probabilitd di trovarne n nello stesso volumetto & (v/V)™.
Sappiamo dalla statistica che ’entropia di un ensemble ¢ legata alla probabilita dalla relazione

S = klog (%)n = nklogv + cost. (1.2.2)

A questo punto calcoliamo I'entropia: se nella sua espressione compare il logaritmo del volume, allora
Iipotesi della composizione discreta risulta essere vera e saremo in grado di calcolare n. Poniamo
S = S,vév, dove con S, abbiamo indicato I’entropia per unita volume riferita allle frequenze comprese
tra v e v+ dv. A volume costante 1’espressione dell’entropia sara T d.S, = du,,, cioe

s, 1

du T

v

Ricaviamo T in funzione di u, dalla (1.2.1), ottenendo

% = —h—kyloguy—i—B (1.2.3)
Sostituendo troviamo l’equazione differenziale
jj: = —%loguy + B
che integrata restituisce
S, = —iuy(log u, — 1) + Bu, = —ﬁuy log u,, (1.2.4)
hv hv

dove abbiamo trascurato i termini lineari in u, in quanto irrilevanti ai fini del calcolo. Adesso, ricordando
che v-u,dv = &, dove € & 'energia totale relativa al volume v, ricaviamo u,, = £ /vdv e sostituiamo nella

(1.2.4):
k & E/ov
=———1
Sv hv vév og( v )

Ritenendo solo il termine in log v si ottiene

Sy, = —%logv (1.2.5)



da cui

& &
Syvdr =8 = kﬁ logv =n= W (1.2.6)

In definitiva, cid conferma che e possibile descrivere la luce come particelle, dette fotoni, ciascuno di
energia hr. Questo risultato spiegherebbe anche I'effetto fotoelettrico: mandando della luce in un metallo,
Penergia massima degli elettroni emessi € proporzionale alla frequenza della luce; sperimentalmente,
Emax = hv — W, dove W e il potenziale di estrazione e h ¢ proprio la costante di Planck. Cio € in netto
contrasto con la Fisica classica, che afferma che ’energia di un’onda non puo dipendere dalla frequenza,
ma esclusivamente dalla sua intensita.

1.2.1 Effetto Compton

Per verificare sperimentalmente che la luce fosse fatta di particelle, si e effettuato il seguente esperimento:
consideriamo un elettrone in quiete e mandiamo contro di lui un fotone  di energia hv. Si osserva dopo
l'urto un fenomeno di scattering, cioe il fotone e ’elettrone si muovono in direzione rispettivamente 6 e
 rispetto alla direzione di incidenza. Imponendo la conservazione dell’energia e dell’impulso, si ottiene
il sistema di equazioni:

hv+me? =h' + &

hv/c= (hv'/c)cosf + pcos

0= (hv'/c)sinf — psine

dove & = \/m2c* + p2c2. Eseguendo i calcoli (in termini della lunghezza d’onda A = ¢/v) si ottiene la
relazione: )

N —A=—(1-cosf 1.2.7

"1 cos) (127

dove la quantita h/me ¢ il raggio Compton dell’elettrone.

1.3 Il modello atomico di Bohr

1.3.1 Invarianti adiabatici

In un sistema controllato da un certo parametro A, facciamo variare lentamente il parametro con
variazione A in un intervallo di tempo T'. Si definisce limite adiabatico il limite

lim AT (1.3.1)
A—0

Quindi una quantita e detta invariante adiabatico se ¢ invariante per limite adiabatico.
Sappiamo che per un oscillatore armonico unidimensionale i livelli energetici sono discreti: £, = nhv (n =

0,1,...). Per un sistema generico, cosa rappresenta la quantita £/v?
Consideriamo un moto periodico nello spazio delle fasi (p, q), allora la quantita

j{ pdq

¢ un invariante adiabatico. Per 'oscillatore armonico, valeva

2 2 2 2

P 1 9 9 p mwq

E=—+C =
2m+2qu 2m5+ 28

cioé 'orbita come ben sappiamo & un ellisse. In questo caso § pdg rappresenta larea dell’ellisse che &

data da
A=mab= 7r\/2m5\/2782: 27r§ — §
mw w v




cioe

y{pdq:§:nh
v

Questa ¢ una condizione generale, e per un moto qualsiasi la condizione

]{pdq =nh (1.3.2)

& detta condizione di quantizzazione di Bohr-Sommerfeld.

1.3.2 Principio di Ritz

Dall’osservazione degli spettri di luce emessa dai gas ad alta temperatura, Ritz e Rydberg notarono che
era possibile riordinare le frequenze delle righe dello spettro di emissione assegnando a ciascuna di esse
due indici. Le frequenze erano legate dalla relazione:

Unm =T (n) —T(m) n,mezZ (1.3.3)

dove T'(n) & una particolare funzione che dipende dal tipo di atomo in esame. Per I'atomo di idrogeno si
¢ osservato sperimentalmente che T'(n) = —R/n? dove R ¢ la costante di Rydberg, mentre per gli atomi
alcalini, T(n) = —R/(n + u)?, dove p & un fattore di correzione che dipende dall’elemento. Inoltre, vale
il principio di combinazione di di Raylegh-Ritz:

Unom +VUmpk =T (n) —T(m)+T(m)—T(k) =T(n) —T(k) = vVni (1.3.4)

Per interpretare la formula di Rydberg, Bohr formulo le seguenti ipotesi che prendono il nome di modello
atomico di Bohr:

e [ valori possibili dell’energia di un atomo sono discreti. Finché 'atomo & in uno degli stati possibili
(stati stazionari) non emette luce;

e [’atomo emette o assorbe luce quando un elettrone compie una transizione da uno stato n ad uno
m e la luce emessa o assorbita in tale transizione ha frequenza data da

hpm = En — Em

e L’elettrone negli stati stazionari si muove secondo la meccanica classica (orbite circolari);

e Per n abbastanza grande, i risultati sperimentali coincidono con quelli della meccanica classica
(Principio di corrispondenza di Bohr).

Prendiamo in esame latomo di idrogeno, costituito da un elettrone (massa m, carica —e) che orbita
intorno a un nucleo (carica +e): lenergia dell’orbita circolare & data da

p2 62

T 2m r

Il teorema del viriale, inoltre, ci garantisce che Ein, = —Upot/2, quindi l'espressione dell’energia e

2
&= —%% (1.3.5)

Applico adesso la condizione di quantizzazione (ricordando che p = costante):

272 212
n-h n-h

dg=p - 2rr=nh—=p*= —— = ——
fp q=p P = imE T e

dove abbiamo introdotto la costante i = h/27. Sostituendo l’espressione di p? nel teorema del viriale,

troviamo
p2_1€2 1n2h2_162

= = - - - —-__
2m 2 r 2m r? 2r



cioe otteniamo che i raggi delle orbite sono quantizzati e i valori possibili sono dati da

o I 2
=t =y (1.3.6)
dove ap ¢ il raggio di Bohr e vale circa 0.5 A= 0.5-10"3cm. Le energie associate si ottengono sostituendo
lespressione appena ricavata nella (1.3.5):

1 €2 1 me?
& = _— - 1.3.7
" n? 2a% 2n? A2 ( )
Osserviamo che & =~ 13.6 eV, che & I'energia di ionizzazione dell’atomo di idrogeno. In generale, per un
atomo di numero atomico Z l'espressione dell’energia e
1 mZ2%et
(z)y - = "2 &
£ = 5773 (1.3.8)
Nel caso dell’elio, Z = 2 e, teoricamente, tutti gli stati pari dell’elio (n = 2k, k = 0,1,...) dovrebbero
corrispondere ad uno stato dell’idrogeno. Tuttavia, ¢’¢ una differenza dovuta alle masse, in quanto la m
che compare nell’espressione degli stati energetici ¢ la massa ridotta tra quella dell’elettrone e quella del
nucleo:

meMpy meMpe
perH m=—"+—"—; per He m=———-—7-—
me + My Me + Mpre
Nel passare da uno stato al successivo il salto energetico e
1 62 1 1 n— o0 62
E,ni—-FE,=—|————=| =~
a " 2ap [n2 (n—&—l)?} apn?

Quindi nel limite n > 1, hv ~ €2 /(agn?), dove v ¢ la frequenza classica propria dell’orbita dell’elettrone.

1.3.3 L’ipotesi di De Broglie

Abbiamo visto che la luce puo essere trattata come particelle, ma vale anche il contrario? In altre parole,
¢ possibile trattare le particelle come onde? De Broglie ipotizzo che cio fosse possibile, associando ad
una particella di impulso p un’onda di lunghezza A = h/p. L’ipotesi fu sperimentalmente confermata da
esperimenti di diffrazione ed interferenza.

10



Capitolo 2

Approccio di Schrodinger alla
Meccanica Quantistica

2.1 L’esperimento di Young

Consideriamo una superficie verticale con due fori posti a distanza d e uno schermo dotato di rivelatori a
distanza L da essa. Spariamo inizialmente contro la superficie delle particelle. Se lasciamo aperto solo il
foro 1, allora tutte le particelle passeranno da quel foro e la distribuzione rivelata sullo schermo sara una
gaussiana centrata nel punto dello schermo corrispondente al foro. Lo stesso discorso vale se lasciamo
aperto solo il foro 2. Se invece apriamo entrambi i fori, ci aspettiamo che la distribuzione sia la somma
delle precedenti, cioe se P; ¢ la probabilita che una particella passi dal primo foro e P, la probabilita che
passi dal secondo foro, allora la probabilita di rivelare una particella sullo schermo ¢ P = P} + P5, cioe
o passa dal foro 1, o dal foro 2.

Adesso mettiamo una sorgente puntiforme di onde: se lasciamo aperto solo il foro 1, quando le onde
vi arriveranno esso si comportera, per il principio di Huygens, come una sorgente puntiforme di onde.
Allora sullo schermo riveleremo una distribuzione del tipo he’®, dove ¢, indica la fase e h 'ampiezza
dell’onda. Viceversa (a foro 2 aperto) avremo he'??. Se apriamo entrambi i fori, sommo le ampiezze
ottenendo he'®t + he'®2. L’intensitd dell’onda ¢ proporzionale al modulo quadro delle ampiezze, cioe

hei®t 4 hei2|? = R2|ei(B1=62)/22|gi(B1=62)/2 | o=i(91=02)/2)2 — 4p2 cog? (%;@)

Avremo dunque dei massimi dell’ampiezza quando ¢; = ¢s, cioe quando le onde sono in fase, mentre
degli zeri in corrispondenza di uno sfasamento di m. Sullo schermo registreremo la classica figura di
interferenza.

Adesso ripetiamo l’esperimento con gli elettroni. Essendo comunque particelle, ci aspettiamo di ot-
tenere una distribuzione simile al primo caso. Tuttavia sullo schermo si registro la figura di interferenza
tipica delle onde. Allora si provo ad osservare ’elettrone con una lampadina, avendo cioe la certezza di
sapere da quale foro sia esso passato. Il risultato fu che sullo schermo non si registrarono le frange di
interferenza, ma la distribuzione tipica delle particelle.

La conclusione fu che se so da dove sia passato l’elettrone, non ho le frange, altrimenti si.

2.2 L’equazione di Schrodinger

Vogliamo adesso scrivere un’equazione per descrivere la propagazione dell’elettrone, dato che non si
comporta totalmente né come particella né come onda. L’equazione dovra essere innanzitutto lineare.
Partiamo dall’espressione di un’onda piana stazionaria, 1)(x) = e’**. Sappiamo che (ipotesi di de Broglie)
h 27 h
A A 27
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allora
w(x) — 6ik:c — eikach/h — eipac/h (2.2.1)

Vogliamo inoltre che valga il principio di sovrapposizione, ossia la nostra funzione ¢ dovra avere la stessa
espressione della sovrapposizione di onde piane in trasformata di Fourier:

Y(x) = / %ei’f%(k) (2.2.2)

Dalla (2.2.1) notiamo che
h 0
i oz
cioe moltiplicare per p la funzione % corrisponde ad una derivazione e una moltiplicazione per due
costanti. Ricordando che per la particella libera & = p?/2m, interpretiamo p? come due derivazioni.

Possiamo dunque scrivere
1 [ho)° h2 d24
- — = — T = 2.2.

2m (z 5‘x) v==£9 2m da? &Y (223)

L’equazione cercata ancora non & soddisfacente. Bisogna ancora

eipx/ﬁ _ peipx/h

1. riuscire a scrivere ’equazione anche in presenza di potenziale esterno;
2. esplicitare la dipendenza dal tempo.

Il primo punto si risolve facilmente assumendo che per Az sufficientemente piccoli il potenziale V(z)
si mantenga costante, lo approssimiamo cioé con una scalinata avente i gradini costanti. Quindi basta
semplicemente togliere ’energia potenziale all’energia cinetica senza preoccuparci della dipendenza da
x. Otteniamo cosi [’equazione di Schrodinger indipendente dal tempo:

h? d?
 2mdz?

(z) = (€ = V(2))¥(z) (2.2.4)

Adesso dobbiamo esplicitare la dipendenza dal tempo. Partiamo adesso dall’espressione di un’onda piana
non stazionaria, la cui forma piu generale &

1/J(I’,t) _ eikxfiwt
Sappiamo che hv = &, oppure hw = &, da cui w = £/h. Allora 'espressione diventa

¢(1‘, t) — ei(pw/h—&'t/h)

Notiamo adesso che moltiplicare per £ significa derivare rispetto al tempo. Alla luce di cio, possiamo
modificare la (2.2.4) per scrivere, piu in generale, [’equazione di Schrédinger dipendente dal tempo:

h? a2
 2m da?

0

ihaw(%t) = ( + V) Y(x,t) (2.2.5)

La % & in generale una funzione complessa. Il suo modulo quadro [1|?> non rappresenta, come nel caso

delle onde, l'intensita dell’onda propagata, perché 1’elettrone puo solo essere o non essere in un punto

dello spazio. In effetti, la quantita [1)|2dz & una densita di probabilita, cioe la probabilita di trovare

Pelettrone nell’intervallo infinitesimo dz.

L’espressione di ¢ fa pero sorgere un problema: la velocita di propagazione dovrebbe essere data da p/m,

mentre se applichiamo la formula per trovare la velocita di fase di un’onda piana, vy = w/k, otteniamo:
Eh p? 1 _p

hp 2mp 2m

cioe la velocita di fase dell’onda risulta essere la meta di quanto dovrebbe teoricamente essere. Il fattore 2
¢ dovuto al fatto che la relazione di dispersione non ¢ lineare (infatti £ = p?/2m). Notiamo quindi che p/m
& la velocita di gruppo dell’onda Ow/0k = O /Op = p/m.
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Abbiamo detto che il modulo quadro della funzione d’onda |¢)(x)|> moltiplicato per Iintervallo infi-

nitesimo dx rappresenta la probabilitd di trovare l'elettrone nell’intervallo dz. Inoltre, |4 (x)|* deve
soddisfare la condizione di normalizzazione:

| s =1

Per descrivere l’elettrone, dobbiamo conoscere la sua posizione e il suo impulso, o quantomeno i loro
valori medi. Il valor medio di = e facilmente dato dalla media di 2" sulla distribuzione :

/x"\w(x)\z dz (2.2.6)
nel caso n = 0, cioe
_ /x|w(x)|2 do (2.2.7)

Vogliamo adesso definire una probabilita legata all’impulso dell’elettrone, per far questo, prendiamo come
funzione d’onda la sovrapposizione di due onde piane:

b(z) = / dplior (P)EP® + o (p)e*] (2.2.8)

Mandando 'onda su un reticolo di diffrazione, sappiamo che 'intensita dell’onda diffratta, fissati I’angolo
0 e la frequenza v, e proporzionale all’intensita dell’onda incidente, pertanto possiamo definire la densita
di propabilitd di impulso dP(p) := |¢(p)|? dp. Passando in trasformata di Fourier:

dp_ipa
vi) = [ 3h e olp) (229)
la densita di probabilita di impulso si scrive:
— o dp
dP(p) = le(p)I 5 7 (2.2.10)

Inoltre, per le proprieta della trasformata di Fourier si ha

/ (@) dz = / o) 2 (2.2.11)

Vediamo adesso cosa significa misurare il valor medio di p su un certo stato. Innanzitutto dimostriamo
che le espressioni:

p= [ 3 irleo) 1)

- [wr@igie o

sono equivalenti. Sostituendo nella (2) la (2.2.9) si ottiene:

* * —z T h o i
/dw (=) 771/} 27rh Zﬁh P e e ) =
* N _—i(p—p')z/h
/d 27TFL 27rh o(v)e

Riconosciamo adesso che tutto cio che dipende da z & la trasformata di Fourier della delta di Dirac, cosi
definita:

13



Lb@)

]

d(cx) =

dunque
o
/dx e P=P)2/h — 9§ <php> =27hé(p —p')

In conclusione, si ha
dp
d e

/ x/ m/

Quindi (1) = (2).

dp dp
2mh 27Th<p

z/%w*(p)so(p)pz/;}T—];plw(p)l2

dp’ * —i(p—p')x *
th o (p)p/p(p')e PP/ = (p)e()'S(p — p')2mh =

Le funzioni d’onda devono appartenere ad uno spazio vettoriale (perché vale il principio di sovrap-
posizione) su cui possiamo definire un prodotto scalare

(1, a) = / i (@)pa(x) de = (i)

Allora
]| = (YY) = / |¢|? do < oo (per la condizione di normalizzazione)

da cid deduciamo che lo spazio di Hilbert a cui appartengono le funzioni d’onda ¢ L2. Alla luce di cio, il
valor medio di " puo essere scritto come

7= [ do @) = wla"1v) (2212)

Stiamo cioe interpretando =™ e %% come operatori lineari definiti sullo spazio di Hilbert. In generale,

dato un operatore O e un vettore |a) € H, si scrive
Ola) = 6)

dove |B) ¢ 'immagine di |a) rispetto all’operatore. Il prodotto scalare tra due vettori |«), |8) € H invece
si indica con {«|B). Nel nostro caso specifico, O = z", |a) = 1. Applico l'operatore e faccio il prodotto
scalare:

(2" |) = /dx oty = /dm PP =7

|>r

SteSSa COoSa per ﬁ = = 79‘ .
p = (] r 72 7.,1: = p

Abbiamo percio interpretato z” e p come valor medi di operatori definiti sullo spazio di Hilbert L2.
Possiamo generalizzare ad una certa funzione delle ¢ e delle p scrivendo:

_— . h 0
flg,p) = /z/J () f <x, > P(z) de (2.2.13)

1 0x
Notiamo subito che non possiamo prendere un operatore a caso, perché I'integrale deve essere un numero
reale. Condizione necessaria e sufficiente affinché I'integrale restituisca un numero reale & che f sia un

operatore Hermitiano.

Sia A un operatore, sappiamo che (a|A|S) = (a, AB). Definiamo 'operatore aggiunto AT come

(a]AT[B) := (Aa, B) (2.2.14)
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Un operatore A ¢ Hermitiano se A = Af. Dimostriamo che I'’hermitianitd ¢ condizione necessaria e
sufficiente affinché i valori medi di un operatore siano reali. Sia A hermitiano (4 = AT), allora:

A= (WIAY) = (¥, AY) = (¥, ATY) = (Ap, ) = (¢, AY)*

e cio dimostra la prima implicazione. Viceversa, supponiamo che A sia un operatore avente valor medio
reale su tutti gli stati, e scegliamo |¢) = |a) + €'®|3). Allora si ha

A= (W|A[Y) = (alAla) + (BAIB) + ¢"(al A|B) + 7" (| Ala)

Il secondo membro per ipotesi deve essere reale; il primo e il secondo termine sono reali per ipotesi, deve
quindi risultare: _ _
'?{alA|B) +e7"?(B|Ala) € R

poiché €' = (e~%)*, dovra necessariamente essere
(@, AB) = (B, Aa)" = A = AT

cioe 'operatore € hermitiano. Verifichiamo adesso se gli operatori Z, p sono hermitiani. Per Z si ha

(0, AB) = / o (2)2B(z) dz = / (za(2))*B(z) dz = (Aa, z)

in quanto x = z* perché z € R; concludiamo che Z ¢ hermitiano. Per p si ha

/a*(x)?%ﬁ(m) dx;/<?8axa(x)>*ﬁ(m) dz

integrando il secondo membro per parti si ha

/(?;Ca(x)>*ﬁ(x) dz = —?(aﬁ)‘ +/a(w)7§a%ﬁ(x) dx

ed & uguale al primo membro se e solo se il primo termine & nullo, quindi I’hermitianita di p dipende
dalle condizioni al contorno. Nel caso in cui p € hermitiano, consideriamo gli operatori xp e px:

h 0

(ep)f (@) = 27 5= (@) = Ff

h O h h
(pz)f(x) = g%(fﬁf) = ;f + ?”Cf/

concludiamo che xp e pr sono due operatori diversi, la cui differenza e

(px —ap) (@) = 2 (@) = [poalf = " f = [p.a] = (2215)

Da cio si evince che 'operatore zp non € hermitiano, infatti:

Tl = po # ap

(ap)f =p
Risolviamo questo inconveniente simmetrizzando il gp della meccanica classica:

rp + px

qp —
2
che € hermitiano. Infine, introduciamo la regola di commutazione canonica

[p,z] = E (2.2.16)

2

in luogo della parentesi di Poisson canonica classica {p,q} = —1.
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Propagazione di un pacchetto d’onda
Prendiamo in esame un pacchetto d’onda
Flg) = Cema' /2"

e scriviamo la funzione d’onda in termini di ¥ =p/fie w = E/h:

pi dk
U(x,t) = /f(k — ko)ethr B (2.2.17)
™
Scriviamo k = ko + ¢, allora si ha
Ow 1, 0w 1
k) = w(k = w(k el - 272 % = / Lo 2
(k) = wllo-+a) =wlho) 40 57|+ G = buha+ gl
ko ko
dove w(k) = hk?/2m. La funzione d’onda diventa percio
1/}(1, t) _ /f(q)eik0x+iqz%efi(wgt+qw6t+q2w6't/2) _
’ 27
2 2.1
_ pikoz—iwgt 9 .qwgt . o ﬁ:
e /eXp { 52 " +ig(x wot)} 5

ko @i 1 1 . ) dg

= e ko —iwot /GXP |:_2q2 (0_2 + ZW(’;t) + ZCI($ - Wét):| g =
) . 1

= etkor—iwot Orexp {—222(53 — w{)t)ﬂ

dove abbiamo usato il fatto che la trasformata di una gaussiana & ancora una gaussiana e abbiamo posto

i_7+< //t
22—0_2 Wy

Il massimo della funzione d’onda & per = w(t. La velocita di gruppo & data da

_ Ow

gw) _ hko
~ ok

v =
9
k=ko m

Osserviamo che at =0 Az ~ 1/0 e Ag ~ o, da cui AxzAg ~ 1 e, moltiplicando per A, ricaviamo il noto
principio di indeterminazione di Heisenberg:

AzAp ~ h (2.2.18)

Riscriviamo X: )

2 1—34 //t 2
%(22):%0( fi")OU) = U//
1+ (wito?)? 14 (wito?)?
Per t sufficientemente grande
2
o
RE?) — ————
(=) (wlta?)?
quindi
11
RE) — ——7
o wyt
dall’espressione di w ricaviamo wj = h/m, quindi
m
)~ —
(%) oht
Allora, per t abbastanza grande
h
Az~ = = Vot = Az = =Lt
m
Ag~o



2.3 Autostati ed autovalori dell’equazione di Schrodinger

Abbiamo visto che AxAp > A, o in termini del numero d’onda k& AxzAk > 1 e che i valori medi degli
operatori x e p sono dati da

f:/w*w* dz /¢ ;%w dz

Adesso vogliamo calcolare, dato un operatore A, il suo scarto quadratico medio, definito da

AA? = A2 - A2 = AA=1/A2 - A2

In particolare, vogliamo calcolarlo per gli operatori x e p. Possiamo sempre scegliere il sistema di
riferimento in modo tale che Z = p = 0 (per facilitare i conti), quindi Az? = 22 e Ap? = p2. Consideriamo

I'integrale

Pintegrale (2.3.1) deve essere necessariamente positivo. Allora, sviluppando il modulo quadro:

/ i dx:/a2x2w*wdx+ WY ot / (¢ 5¢+waw*>

or Oz
Notiamo che

2

0
azry + %1/1 dz (2.3.1)

axy + %w

— oy oY P2 Ap?
2.2 % _ 27T 242 _ _
/axz/)wdxfafoozAx /8:5 833 T=05 = T (2.3.2)
Quindi
o 12
/am/J—i——z/J dz = a?Az? +hAp +a/ (™) dz
integrando per parti 'ultimo termine si ottiene infine
1
A+ S ApP—a >0 (2.3.3)

h?

che & una disequazione di secondo grado in . Imponendo che il discriminante dell’equazione sia negativo,
ci garantiamo la positivita del polinomio:

Ap2 h
che ci restituisce ancora una volta il principio di indeterminazione di Heisenberg. Lo stato per cui si ha
la minima indeterminazione & quello per cui AzAp = h/2, cioe Ap = h/2Ax. L’equazione in « diventa
cosi
—a=0

1
4Ax?
da cui ricaviamo il valore di « per il quale I'indeterminazione ¢ minima:

1 \? 0 1
o — —— = o= —-
2Ax2 2Ax?

L’integrale (2.3.1) deve di conseguenza essere nullo, e cid pud avvenire se e solo se & nulla la funzione
integranda. Otteniamo cosi 1’equazione differenziale

0
6—;{) +oxp =0 (2.3.5)

che ha come soluzione
Y(z) = Aexp(—ax?/2) = Aexp(—2?/4A2?)
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Quindi concludiamo che la funzione d’onda avente la minima indeterminazione & un pacchetto d’onda
gaussiano. Generalizzando, la ¢ (x) appena trovata puo essere scritta in un generico sistema di riferimento

come
(x — x0)?
4A\z2

Adesso ci chiediamo come si debba preparare uno stato affinché un osservabile A assuma certamente un
certo valore A. A tal scopo, deve innanzitutto valere

(WI(A=N)?[v) =0 (2.3.6)

in quanto Ax? = 22 — 72 = (x — 7)2 e A coincide con il valor medio dell’osservabile. Inoltre, poiché A &
hermitiano, A € R e dalla condizione A = A ricaviamo che

Y(x) = Aexp | — + tpox

(A=X)?2= (AT —N)(A-))

quindi abbiamo
(W[(AT=X)(A=N)|¢) =0 (2.3.7)

poiché (AT — \) = (A — \)T, quindi (2.3.7) rappresenta un modulo quadro nullo. Lunico vettore che ha
modulo quadro nullo & il vettore nullo stesso, quindi otteniamo

(A= M) = 0= Ajg)) = Alp) (2.3.8)

quindi troviamo che A non puo assumere qualunque valore, ma ¢ vincolato dalla condizione che debba
essere un autovalore dell’operatore A e [¢)) deve essere un autovettore.
Supponiamo che A abbia infiniti autovalori aq,...,an,,... non degeneri (cioé di molteplicita algebrica
1) a cui corrispondono infiniti autovettori |e1),...,|e,), ..., cio¢ ad ogni autovalore corrisponde un solo
autovettore. Dalla geometria, sappiamo che (e;|e;) = 0 se ¢ # j, infatti

(ei](AT — A)le;) =0 perché A= Al
ma Ale;) = a;e;, Alej) = aje;, quindi abbiamo
(esl (AT = A)le;) = (ai — a;){eile;) = 0

poiché per ipotesi abbiamo a; # a;, otteniamo appunto (e;|e;) = 0.
In R", data un matrice M € M(n) hermitiana, cioe tale che (M*);; = M}, = M;;, per il teorema

spettrale, esiste una base di R™ {vy, ..., v,} ortogonale costituita da autovettori di M. La stessa cosa vale
negli spazi di Hilbert: gli autovettori di un operatore hermitiano formano un set completo dello spazio.
Quindi dato un operatore A hermitiano avente infiniti autovalori ay,...,ay,,... distinti e corrispettivi
autovettori |e1), ..., |en), ... si ha che ogni |¢)) appartenente allo spazio si puo scrivere come combinazione
lineare degli |e;):

oo

lv) = Z ciles)
n=1

Calcoliamo adesso il valor medio dell’osservabile A sullo stato |¢):

(V]AJp) = (ZC?@) A D ele) | =D cilel Y ajejle) =
i j=1 i=1 j=1

=1
o0
=>_leila;
i=1
con la condizione -
dlel=1 (2.3.9)
i=1

Abbiamo cosi ritrovato un’espressione che ci ricorda la formulazione della matematica statistica.
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Esempio

Consideriamo il moto unidimensionale di una particella vincolata a muoversi lungo un segmento lungo
L, cioe tra 0 e L. Prendiamo in esame l'operatore Hamiltoniano:

P
2m

si vede facilmente che H € un operatore hermitiano. Vogliamo calcolarne gli autovalori e i rispettivi

autovettori. L’equazione ¢
Hip = EY <— —h—zﬂ =&Y (2.3.10)
2m dx?
dove abbiamo indicato con & gli autovalori (che rappresentano i possibili valori dell’energia). Poiché la
particella non puo trovarsi al di fuori dell’intervallo [0, L] la funzione 3 deve essere nulla al di fuori e,

per continuita, otteniamo le condizioni al contorno #(0) = (L) = 0. Quindi il problema & il seguente

2mé
,(/}// + = w =0
(2.3.11)
P(0) =9(L) =0
Una soluzione possibile dell’equazione & data da
2mé&
Y(x) = Asin(kz) + B cos(kx), k= %

Imponendo la condizione ¢ (0) = 0 troviamo subito B = 0, quindi ¢(x) = Asin(kz). Imponendo la
seconda condizione troviamo

Asin(kL) =0= kL =nm,n=1,...

cioe troviamo che i valori di k£ sono discretizzati:

poiché k? = 2m& /h?, le energie possibili, cio¢ gli autovalori di H, sono anch’esse discretizzate e date da

h? n2r?
lautostato 1, relativo al valore dell’energia &,, sara
¥n(z) = Asin (?) (2.3.13)

La costante A va determinata imponendo la condizione di normalizzazione:

L
| 1oP dz =1
0

L
2 g2 (1T _ el _ /2
/OAs1n(L>dx—A2—1:>A—

Yn(x) = \/Esin (%) (2.3.14)

cioe

quindi in definitiva,

Il modulo quadro di v, vale



Se considero un intervallo Az > A, non riesco a distinguere, per n grande, le singole oscillazioni: quello
che si osserva ¢ il valor medio di sin” che vale 1/2:

Az
2 [
[n(@)PAz =

In conclusione, per n grande ottengo una distribuzione di probabilita uniforme. Infine, ogni ¢ potra

essere scritta in serie di Fourier:
2 & . /nmx
V(@) =4/ 7 ; C sin <T ) (2.3.15)

In generale, dato un osservabile hermitiano A avente autovalori ¢; e autovettori |v;), posso scrivere una
qualunque funzione ¥ come combinazione lineare dei |v;):

oo

b(x) =Y eilv)

i=1

Ricordando la funzione d’onda che avevamo scritto per descrivere ’elettrone, cioe¢ la sovrapposizione di

onde piane:
dp ipx
Y(z) Z/%ep Mo(p)

notiamo che la formulazione integrale rappresenta una specie di limite del continuo della formulazione

generale discreta:
S / dp.
; 27h

;) — ePT/h

(vilvy) = dij > /dpeipz/ﬁe—if"m/ﬁ = 27hd(p — p')

Generalizzando ulteriormente, se ho un operatore A hermitiano e imposto ’equazione A, = aip, con
la condizione di normalizzazione (a|a’) = §(a — '), ottengo nei due casi:

doicilvi),  Alv) = ailvi), e = (vi|)
) =
[ dacqla), (Bl¢) = [da co(Bla) = [da cad(a—B) = cs
Nel primo caso, la probabilitd di ottenere ; nella misurazione di A & data da |c;|?; nel secondo caso, la

probabilitd di avere un certo stato tra a e a + da & dP, = |co|?*da. A questo punto, la definizione di
valor medio di un operatore deve coincidere con quella statistica. E infatti cosi:

wiaw) = ( [aatalez) 4 ( [as.al)) = [ da [ a5 cieatalals) -

= /da/dﬁ chepBlalB)y = /dadﬂ cacpBo(a —B) =

:/da aleq|? :/adPa

Considero una particella libera (inizialmente, tratto il caso unidimensionale): ’operatore hamiltoniano &

Esempio

pt_ o
- 2m Oa2

T 2m
Imposto 'equazione agli autovalori Hiy = £ e ricavo i possibili valori dell’energia:

2mé&
72

"+ Y =0
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assumiamo come condizione che 1 non diverga a +oo. Le soluzioni dell’equazione sono (in notazione
complessa):

W(x) = Aexp |i x| + Bexp

—i Mx] (2.3.16)

2m
h? h?

Sappiamo gia che, in quanto autovalore di un operatore hermitiano, £ € R. In piu stavolta, deve essere
&€ > 0, perché altrimenti I'unica soluzione che non diverge a +oco & la soluzione nulla. Pertanto ho due
soluzioni indipendenti per lo stesso valore di &£, cioe gli autovalori hanno degenerazione 2. Fisicamente,
cio e dovuto al fatto che la particella pud muoversi o avanti o indietro con lo stesso valore dell’energia
(I'unicita & conseguenza delle condizioni iniziali).

In tre dimensioni ’equazione diventa:

h2
f—VQdJ =&, E>0
2m
e la soluzione sara Lo iy
»(F) = Aexp {ipﬁﬂ , &=L

In questo caso, fissata £, abbiamo per gli autovalori una degenerazione infinita perché tutti i punti aventi
P tale che p? < v/2mé& sono buoni.

2.3.1 Compatibilita di osservabili

Presi due osservabili A, B qualunque, ¢ sempre possibile misurarli contemporaneamente con arbitraria
precisione? Consideriamo il commutatore di A, B: [A, B] = AB — BA. Abbiamo due casi:

e Se [A, B] =0, i due osservabili si dicono compatibili e possono essere misurati contemporaneamente.

e Se [A, B] # 0, i due osservabili si dicono non compatibili e non possono essere misurati contempo-
raneamente.

Perché la condizione [A, B] = 0 mi garantisce questa cosa? Prendiamo due osservabili A, B che commu-
tano, AB = BA. Sia |f;) un autovettore per B relativo all’autovalore \;: B|f;) = A;|f:;). Allora, anche
Al f;) & autovettore per B relativo allo stesso autovalore, infatti:

BA|fi) = AB|f;) = AN\ fi) = NiAlfi)

Se posso diagonalizzare B, allora posso diagonalizzare anche A, cioe esiste una base comune di autovettori.
In quella base, sono ben definiti a;p; € b;p;, cioe i valori possibili dei due osservabili e le loro probabilita,
quindi A, B possono essere misurati contemporaneamente se [A, B] = 0.
Gli osservabili devono essere rappresentati da un operatore hermitiano:

A=Al = A}, = Ay

Gli operatori hermitiani ammettono una base di autovettori dello spazio ‘H di Hilbert su cui sono definiti,
in termini di stati:

4 (ix) b(x) = Mb(a)

Se gli autovalori sono discreti Aw; = A\;1);, allora la condizione di normalizzazione &

/|w(x>|2 dr =1 (2.3.17)

Se invece sono continui: A, (x) = Aats (), allora la condizione di normalizzazione &

[ da va@sta) = 5~ 5) (2.3.18)
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Se ho un set completo di autovettori (discreti e continui), per ogni ¥ (z) si ha:
r) = chfl(x) + /da Cafal(T) (2.3.19)

moltiplico per f7 () e integro su z:

[H@u@ do =S e [ @@ dos [do [ daf; @eafale) -
= Z ciéij =Cj
mentre per quelli continui:

/fﬁ dx— c,/dx f5(x) fi(z /dozcafa x)f5(z) =

:/da cod(a—B) =cz

|c;]? rappresenta la probabilita che facendo la misura sullo stato 1 si ottenga ’autovalore i-esimo (nel caso
discreto); |cq|?da rappresenta, nel caso continuo, la probabilitd di misurare I'autovalore \, nell’intervallo
[,  + de]. Possiamo scrivere

=3 it ) [ 5z o + /mmw/@ﬁ@ww:
/dw Zf Vfilz /dw /daf ) falz vale per ogni 1

troviamo dunque
vla) = [ dy K () (2.3.20)
dove

2= Y 5@ W+ [ da @) s )

Affinché valga la (2.3.20) deve necessariamente essere K (z,y) = §(z — y), cioe

Zfi(:z:)fi*(y) + /da fa(@)fi(y) =d(z —y) relazione di completezza (2.3.21)
Nel caso dell’impulso
h o h o
b= 7o ;%Zb( z) = py(x)
— () = Pe/h (appartiene allo spettro continuo)
quindi
/ AP ipafhg=ive/h _ (5 ) (2.3.22)
2mh

2.4 FEvoluzione della funzione d’onda

2.4.1 Evoluzione temporale

Vogliamo sapere adesso come evolve nel tempo uno stato [¢). Supponiamo, dato un osservabile A, di
conoscere per ogni stato |¢) il valor medio (¢|A|¢). Allora l'operatore ¢ completamente individuato;
infatti se in generale |¢) = |a) + |3):

(Y]A[p) = (alAla) + (B|AIB) + (B Ala) + (| AlB) (2.4.1)
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se |¥) = |a) +i|B) invece:
(V[A[p) = (| Ala) + (B]A]B) + i{e|A|B) + (B[ Al ) (2.4.2)

Dalla (2.4.1) ricaviamo il valore di («|A|B) + (B8]A]a) (tutti gli altri sono noti perché medie su un
certo stato, che per ipotesi conosciamo); dalla (2.4.2) ricaviamo invece, per lo stesso motivo, il valore di
(o] A|B) — (8] A|), quindi siamo in grado di calcolare il valore di {«|A|B) per ogni coppia di stati |a), |5).
La condizione di normalizzazione a ¢t = 0 era

/wmw%wﬂ

ma, dato che gli elettroni non spariscono, la condizioni vale ad ogni istante:

/|z/)(x,t)\2 de=1 Wt (2.4.3)

cioe, fisicamente, ad ogni istante l’elettrone deve stare da qualche parte. Adesso ci chiediamo cosa
possiamo dire, se conosciamo 1 (z,t) dopo un intervallo di tempo §¢. Sappiamo che, al prim’ordine:

Wz, t+ 0t) = (x,t) + %—f&t (2.4.4)

D’altronde, se vale il principio di sovrapposizione, 1 (z, ¢ + 6t) puo essere ottenuta unicamente mediante
operatori lineare a partire da ¢(z, t):

Y(x,t+ 6t) = Y(z,t) + tAyY(x, t)ot, A lineare (2.4.5)

A inoltre deve soddisfare la condizione di normalizzazione. Se ¥(t + 6t) = ¥(t) + iAvdt, v*(t + §t) =
¥*(t) — ip* ATt (stiamo adesso trascurando la differenza spaziale perché irrilevante), allora

/1,/;*1/; de =1+ U dz(v* Ay — p* ATp)st| + 06t = 1

implica che

/dx(w*Aw —p* A5t =0

da cui si deduce che A = AT, cioé A & hermitiano. Quindi concludiamo che

oY i
TV A = — =
at " v hHw
dove H ¢ l'operatore hamiltoniano, definito da
. OY
= th— 2.4.6
M= in (2.46)

Questa e I'equazione che descrive I’evoluzione temporale di un certo stato.
Nell’ipotesi di de Broglie, per esempio:

wlant) = [ Gret e

%e
dato che hw = &, hk = p e € = p*/2m = (hk)?/2m, si ottiene w = (hk?)/2m, quindi

1/)($,t) _ / dk ikwf(k)e_iﬁkzt/Qm

ge

in questo caso H = p?/2m (in generale, con un potenziale esterno, H = p*/2m + V(q)).
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2.4.2 Principio di Maupertuis e equazione di Schrodinger

Se consideriamo un’onda avente velocita di fase u = ¢/n, con n indice di rifrazione del mezzo, la traiettoria
dell’onda era data in ottica geometrica dal principio di Fermat:

5/ % =0 (2.4.7)

In Meccanica Classica, I’analogo principio ¢ il principio di Maupertuis:
5/d8\/8 -V=0 (2.4.8)

Se vogliamo che i due principi siano in qualche modo equivalenti deve sussistere una relazione del tipo:

1
- = E-U
L= ()
Sappiamo che
1_dk
Vg Cdw
La velocita di una particella ¢
2m (€ - U 2
vp= Lo VEREZD) 2 e (2.4.9)
m m m

Imponiamo che v, = v, cioe 1/v, = 1/v, = dk/dw, k = w/w:

wf d€
2VE — U dw
Affinché il secondo membro abbia la stessa dipendenza spaziale del primo, impongo che d(wf)/dw = 0,
cioe wf = cost. Inoltre, a primo membro non abbiamo dipendenza da w, quindi neanche il secondo

membro deve dipendere da w. Abbiamo gia imposto che wf sia costante, percid deve essere d€/dw =
cost., in particolare £ = fiw. Quindi possiamo ricavare f dalla (2.4.10), ottenendo

v2m 1

m 1 d d
\/;m:(wf(w)\/E—U:dw(wf(w))\/é'—U—i- (2.4.10)

= —— 2.4.11
f= (2.4.11)
Allora w »
k=—= E-U== 2.4.12
Y = wf) . (24.12)
Descrivendo 1 come onda:
w2
V2 + ﬁd’ =0 equazione d’onda
sostituisco quanto trovato:
2m €& —-U
VQ'(/J + (J.JQ?TQZ} =0

Otteniamo quindi I’equazione di Schrodinger come caso limite dell’ottica geometrica:
n? _,
—V E-U)p=0 2.4.13
ST+ (E = U) (2.4.13)

2.4.3 Evoluzione spaziale

Dato uno stato (), effettuando una traslazione di a so che il nuovo stato ¢, & legato a v dalla relazione

'@Z]a(m) = ¢($ - a’)
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Voglio adesso cercare un operatore T, che descriva la traslazione, cioé T, (x) = ¢ (z — a). Sviluppo la
funzione traslata in serie di Taylor:

- ndMp = 1 (—ia\" ,
(@ —a) Z:n!dw Z;u<n>p¢:
— oxp (_’;p> " (2.4.14)

Quindi I'operatore di traslazione si scrive
T, = e ip/h (2.4.15)

Notiamo che T)f = elr/h = (T,)~', quindi T, & un operatore unitario. Se trasliamo di una quantita
a < 1, sviluppando al prim’ordine:

T, ~1— i%p +0(a?) (2.4.16)

da cui si evince che p & il generatore infinitesimale delle traslazioni spaziali.

Riprendendo il discorso sull’operatore Hamiltoniano:

oy H it b
5 = zhl/):>w(t)—e ~1 h’Ht

quindi H ¢ il generatore infinitesimale delle traslazioni temporali.

2.5 Operatori e stati stazionari

In generale, la forma dell’equazione di Schrédinger dipendente dal tempo &

0
iha [9(8)) = H¥())

che ha come soluzione: ‘
[i(1)) = e~ i (0))

Questi sono detti stati stazionari. In particolare, si ha che

(Wi()[Alt)) = (¥i(0)|Ali(0)) (2.5.1)
cioe il valor medio di un osservabile su uno stato stazionario non dipende dal tempo. Per uno stato non
stazionario:

(a(0)|A[5(0)) — (a(t)|A]B(2))
con |a(t)) = exp(—iHt/h)|a(0)) e |B(t)) = exp(—iHt/h)|5(0)), quindi

(@()]A|B(1)) = (A) = (a(0)[e™/" Ae™ /7| 5(0))
Derivando rispetto al tempo:
4 = %molemt/hHAeﬂ'Ht/h . emt/hAHEmt/hww _
i
= 7(a(t)[HA — AH|B(?))

quindi il valor medio dell’osservabile non dipende dal tempo se e solo se [H, A] = 0, cioé A commuta con
loperatore Hamiltoniano. Deduciamo pertanto che gli unici osservabili che sono costanti del moto sono

quelli che commutano con I’Hamiltoniana.
Consideriamo adesso un pacchetto d’onda e calcoliamo le derivate dei valori medi di «, p:

(W(@)|z[y (1)) = (x)
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&@’C) = <ﬁ[’H,x]
se H =p?/2m+ V(z),
M) = o]+ V() o] = Do) = Lop
quindi
g(az} = (v} velocita media (2.5.2)
dt m
che corrisponde alla prima equazione di Hamilton. Invece

S0) = ([ = (V@) = (1 . V@)

In generale vale la relazione [p, 2"] = nha"!/i = hd, 2", quindi

hoV
[p,V(z)] = i 0
da cui segue
d ov
S =20 (253)

che corrisponde con la seconda equazione di Hamilton.

Adesso considero una generica funzione f(x,p) ed eseguo la trasformazione

G(a) = e?*/" f(z,p)e~ P/ (2.5.4)
si ha
G(0) = f(z,p)
0 = L (o — _ G o 9f
G'(0) = 1 (G = GD)luo = 70 J] = 52
0% f
" _YJ
G'(0) = 0x?
quindi, sviluppano G in serie di Taylor:
N T gy = S () -
G(a) = 2:% T G(0) = go (@) = fr+a,p)

percio abbiamo dimostrato che una trasformazione del tipo (2.5.4) coincide con una traslazione spaziale.
Un modo alternativo per dimostrarlo & considerare f(z,p) = x, allora:

G(a) _ eipa/hxe—ipa/h

1

G(0) =z, G'(0) h[p, x]=1
da cui ricaviamo il problema di Cauchy:
G'(a)=1
= G(a)=z+a (2.5.5)
G0)==z

Ricordando che U = €?*/" & un operatore unitario (UU~! = I), possiamo scrivere

Us"U ' =UzU ' U2U - UasU ™ = (z +a)"
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2.6 Equazione di continuita

Vogliamo adesso scrivere un’equazione di continuita per la funzione d’onda. Sappiamo che Vi

/ W2 d% =1, p= ()2 = vhe

dove p, in analogia con il caso elettromagnetico, rappresenta una densita (in questo caso di probabilita).
Inoltre, se 'Hamiltoniana del sistema ¢ H = p?/2m + V(x), abbiamo le equazioni
oy ov* i

Z’ * *
R TN T T (261

Dunque (ricordando che V' ¢ una funzione reale e quindi V = V*):

8p _ i * k% _ i h2 * w72 2, %
Sp = F WY + () = 5 |0V - gV
ih 2 2 % ih T *
ZTW VY =V = V[P VY — V7] =
m 2m
-VvV.J
quindi I'equivalente della corrente in questo caso &
h *
T = 5 (" V6 V) (2:6.2)
Per un’onda piana ¢ ¢ = e’¥*, quindi
m m

2.7 Teorema di Hellmann-Feynman

Teorema 2.7.1 (Hellmann-Feynman). Prendiamo uno stato descritto dall’Hamiltoniana

p2

dove A & un parametro, avente autovalori discreti &,(\) dipendenti da A e autostati ¥, (A, z). Allora

s,

1%

Dimostrazione. Sappiamo che

E.() = / dz B2 HY,

e furo e for S )
- [ ‘/’"aw”g JAz (aw*‘/’”w"aaﬁn) -

/d wnmwn+£ a/dxh/)\z

Ma 8y [ dz |]? = 0x(1) = 0, quindi otteniamo

Allora

dé&, OH
o [ aw v S = Wl o) = 155 1)
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2.8 Proiettori e matrici di Pauli

Dato uno spazio di Hilbert H con base ortonormale {|e,)}, ogni vettore |v) € H pud essere scritto in
modo unico come

[0) = > lead(enlv)

quindi, ogni singolo addendo |eg){er|v) rappresenta una proiezione sul versore |eg). Di conseguenza
Poperatore
Hk = |€k><ek| (2.8.1)

¢ un proiettore. Vale la proprieta che la somma di tutti i proiettori di uno spazio ¢ 'identita. Da questa
proprieta discende la relazione di completezza, infatti:

I = Zﬂk = Z ‘8k><8k|

k

Sapevamo inoltre che il modulo quadro di ¢ = (ex|v) € la probabilita di ottenere autostato k-esimo:
lexl* = {ex|v)* = (vlex) (exlv) = (v|Ix|v) (2.8.2)

cioe otteniamo che la probabilita puo essere interpretata come il valor medio del proiettore sul relativo
sottospazio.
Se A & un osservabile con autovalori \; e autovettori |fx) allora A puo essere scritto come somma di

prioettori:
A= E el = E Akl fie) (fr
k k

infatti:

AL = DNl lf5) = D0 Akl fi)dig = Al )
k k

Polarizzazione della luce

Consideriamo un’onda piana monocromatica che si muove in direzione z. Il campo elettrico dell’onda
sara in generale

E, = |E;| cos(kz — wt + ¢,)X
Ey = |Ey|cos(kz — wt + ¢y)¥

la polarizzazione dipendera dallo sfasamento A¢ = ¢, — ¢y
e Se A¢ = 0, la polarizzazione ¢ lineare.
e Se A¢p = 7/2, la polarizzazione ¢ circolare.
e Se 0 < A¢ < 7/2, la polarizzazione ¢ ellittica.

Adesso facciamo incidere la luce su un cristallo di calcite. All’uscita avremo due raggi, uno polarizzato
lungo x e laltro lungo y. Inserisco quindi un assorbitore o sopra o sotto, che quindi fara passare un
solo tipo di polarizzazione. Abbiamo dunque costruito un filtro che possiamo schematizzare nel seguente
modo:

|9 =,
X

se metto I’assorbitore in modo tale da far passare solo la luce polarizzata lungo x, altrimenti

O w
x| —

—
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se metto ’assorbitore in modo tale da far passare solo la luce polarizzata lungo y. Definiamo quindi a
questo punto stato del fotone 1'uscita dal primo filtro. Possiamo realizzare anche i seguenti sistemi:

-
- (g

dove 0 indica che non ¢ passato nulla. Indichiamo adesso con ej,es rispettivamente lo stato con
polarizzazione x e y e consideriamo il seguente schema:

(9] e, JOL Ay
X X
dove il secondo filtro & simile al primo, cioé ha in uscita solo due stati possibili f1, f2, ma leggermente

diverso da esso (i.e. ruotato di un certo angolo ¢). Definiamo adesso I’ampiezza di probabilita (in analogia
con lesperimento di Young):

P, = |{file1)]? se il primo filtro lascia passare e; (2.8.3)
P = |(file2)|? se il primo filtro lascia passare eg

Adesso considero:

O e, JOU £, O] e,

X X X
In termini di ampiezze, parto da |e1), arrivo in (f1] ((file1)), parto da |f1) (|f1){file1)) e arrivo in (eq]
({e1|f1)(f1le1)), quindi ho Ay = {e1|f1){f1le1). Se adesso inserisco un polarimetro senza filtro in mezzo:

Oi>0fl_,>fQOi>
X 0] X

l’ampiezza totale sara la somma delle ampiezze: A = (e1|f1){f1le1) + {(e1]f2)(f2]e1). Osserviamo perod
che il risultato dell’inserimento del polarimetro senza filto € lo stesso di non avere nulla tra i due filtri
esterni, quindi deve essere

(ex|fr)(filer) + (e1]f2)(fale1) = (e1ler)

che ¢ la relazione di completezza per questo sistema.

In termini di vettori e matrici, siano

=) =)

Questi due vettori rappresentano come sappiamo la polarizzazione rispettivamente lungo x e y. Possiamo
rappresentare anche le polarizzazioni circolari destra e sinistra come:

o-() ()

Allora i filtri possono essere rappresentati con delle matrici. Per esempio, il filtro che lascia passare x
puo essere rappresentato da una matrice M, tale che

1 0
Mzler) = ler), Mzlez) =0 = M, = (0 0)

analogamente, per M, ricaviamo l’espressione:

00
=0 7)
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Si vede che M,.M, sono due proiettori. Adesso occupiamoci del filtro ruotato. Scriviamo

cos sin ¥
/1) = (sinﬁ) |f2) = (cosﬁ)

La prima matrice My, deve essere tale che My, |f1) = |f1) e My, |f2) = 0. Possiamo scegliere la base in
modo tale da ricondurci al caso precedente, cioé in cui | f1) ha componenti (1,0). La matrice che descrive
il cambio di base ¢ la matrice di rotazione

Ry, = < cos smq?)

—sind cosd

Poiché stiamo operando un cambiamento di base con matrice Ry, le matrici M, e My, saranno legate
dalla relazione di similitudine:
_ -1
My, = Ry, My Ry,

da cui si ottiene (R =Ry, ):

sin 9 cos ¥ sin® 9

2 .
My, = ( cos~ U 81111900519)

Consideriamo una lamina a un quarto d’onda, cioé¢ una lamina tale che

0) =6 ()=

rappresentata quindi dalla matrice
1 0
M1/4 = (O Z)

Se facciamo incidere sulla lamina della luce polarizzata a 45 gradi, cioe

w500

allora in uscita avremo (svolgendo i calcoli):

1 /1
M1/4e45 = ﬁ <Z>

cioe della luce a polarizzazione circolare sinistra.

2.8.1 Matrici di Pauli

In due dimensioni, un generico osservabile hermitiano e rappresentato dalla matrice

a c+id
c—1id b

Abbiamo quindi che le matrici hermitiane formano uno spazio vettoriale di dimensione quattro. La prima

¢ la matrice identica:
I— 1 0
—\0 1

le altre tre prendono il nome di matrici di Pauli:

0 1 0 —i 1 0
leazz(l 0), 0220y5<i 0), agzazz(o 1) (2.8.5)

Allora, preso un qualunque osservabile A, che sappiamo deve essere necessariamente hermitiano, esso
puo essere scritto (nella rappresentazione matriciale) come combinazione lineari delle quattro matrici
sopra descritte:

A =apl + ay01 + as sigmas + azos
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Proprieta delle matrici di Pauli

Le matrici di Pauli verificano la seguente relazione:
005 = 6ij + iEiijk (286)

Inoltre
[0i,04] = 2igijroy (2.8.7)

Esempio
Consideriamo un sistema a due stati degeneri, descritto nella base degli autostati dall’Hamiltoniana
& 0 1 0
05 8) () ()
In realta, non posso ottenere stati effettivamente degeneri, ma solamente approssimazioni del tipo

_ 50 —&
ne (%)

Gli autovalori adesso sono & = &y — e e & = &y + ¢, con autostati rispettivamente

1

le) ! < L ) eccitato
e) = — i
V2 \-1

Se per esempio prendiamo come osservabile un dipolo

p=(o %)

abbiamo che (e1|Dle;) = d, cioé come prevede 'elettromagnetismo classico. Ma cio € valido se ’Hamilto-
niana fosse degenere. In realta devo considerare |f) come stato fondamentale, quindi adesso (f|D|f) = 0,
quindi otteniamo il risultato che in Meccanica Quantistica non esistono dipoli elettrici. Introduciamo

Poperatore di parita m:
01
= (1 0) (2.8.8)

Allora, in termini di matrici di Pauli, abbiamo H = &) — €01, m = 01, D = dos. Per le proprieta delle
matrici di Pauli si ha [7, D] # 0, quindi i due osservabili non sono compatibili.

1
lf)=—% <1) fondamentale

2.9 Equazione di Schrodinger per la particella legata

L’equazione di Schrodinger in presenza di un potenziale V' prende, in una dimensione, la forma:
-—— 4V =& 2.9.1
V() =&y (2.9.1)

Un autostato 9 € L2 rappresenta uno stato legato della particella. Riscriviamo 1’equazione in termini

dell’impulso:
2

p _
%7# +V(z)p =&Y

Le ipotesi che facciamo sul potenziale sono che V(z — 400) = +00 oppure costante (escludiamo cioo i
casi oscillanti). L’insieme dei valori di £ per cui Pequazione di Schrodinger ha soluzione prende il nome di
spettro dell’Hamiltoniana. Lasciando solamente il termine con I'impulso a primo membro, moltiplicando
a sinistra per ©¥* e infine integrando si ottiene

2
/w*f—mw da = /(8 —V)y*y de (2.9.2)
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Il primo integrale & positivo perché p? & definito positivo, quindi deve essere £ — V > 0, cio¢ I’energia
cinetica deve essere positiva. Adesso cerchiamo le condizioni per cui sia possibile trovare stati legati.
Riscriviamo ancora una volta ’equazione nella forma piu comodas:

2m
v =22 ey (29.3)
Devo verificare che 1 sia a quadrato integrabile. A z — —oo, nella regione in cui V> &, si ha
dall’equazione ¢” > 0, supponendo che anche ¢ > 0 (non & restrittivo). La concavitd deve quindi
invertirsi una volta affinché la funzione non diverga. Precisamente, I'inversione si ha nel punto in cui
€ = V. Inoltre la concavita deve invertirsi una seconda volta al fine di non divergere a +o0o, ma
Iinversione non deve avvenire troppo presto rispetto alla prima, altrimenti si ha divergenza.

Sappiamo che l'equazione (2.9.3) ammette due soluzioni linearmente indipendenti:

Y(z) = e (w) + carha(w)
Nel limite V' > &,

W(z) = £ exp { /0 Vi) dx} (2.9.4)

In questo caso imporre che 1)(x — —oo) = 0 implica fissare una determinata dipendenza dall’energia:
Ya(x) = c1(E)Yh1+c2€1P2, ma cid non ci garantisce che valga la stessa cosa per © — +o00, quindi in generale
se imponiamo la convergenza da una parte, quasi automaticamente avremo divergenza dall’altra.
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Capitolo 3

Soluzione dell’equazione di
Schrodinger

3.1 Sistemi unidimensionali

Sappiamo che nel caso di sistemi unidimensionali 'operatore Hamiltoniano ¢ della forma

h? d?
H=———7—F+V(z 3.1.1
o zs TV (@) (3.1.1)
Vogliamo studiare ’equazione e capire se esistano stati ¢ € L2 che soddisfano 1’equazione Hy = Ep.
E interessante studiare questi sistemi perché partendo da essi possiamo studiare anche sistemi in tre
dimensioni semplici, come nel caso di Hamiltoniana separabile, cioe per esempio:

I ( Al a) @AWV (1)

H:H$+Hy+7-[z:_ @—i_aiy? 822

2m

cercando una soluzione del tipo ¥ (z,y, z) = a(z)b(y)c(z), sostituendo nell’equazione Hip = £ si trova
b(y)e(z)Hypa(z) + a(x)c(2)Hyb(y) + a(z)b(y)H.c(z) = Ea(z)b(y)c(z)

dividendo questa relazione per abc si ottiene 1’espressione

Hoa(w)  Hybly)  Haclz)
a@ by )

da cui deduciamo che gli addendi sono singolarmente delle costanti, cioe

=£ (3.1.3)

1 1 1
s e =8 by =6, s

con & =& + & + &s.

H.c(z) =E3

Ritornando al nostro sistema unidimensionale, possiamo avere due casi principali: x € |—o0, +-00[, oppure
x € [0,400[. Nel primo caso, come condizione al contorno, imponiamo la condizione di normalizzazione:

+oo
[ =1

— 00

Nel secondo caso, oltre alla normalizzazione, imponiamo per continuita 1 (0) = 0. Sia f(z) = V(z) — &,

I’equazione diventa:
2m

V' (z) = W

f(@)y(x) (3.1.4)
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Supponiamo inizialmente che V(z — +00) — 400 ed eseguiamo uno sviluppo asintotico all’infinito. Per
2 molto grande, f(x) ~ V(z). La soluzione generale dell’equazione (3.1.4) sara

Y(x) ~ Aexp [j: /Ox V() dx} (3.1.5)

Infatti, sostituendo

V"~ Af(x)exp [i/j%dx] + Aexp {i/:mdx} (iﬁm)

il secondo termine & trascurabile rispetto al primo per x abbastanza grande (infatti figura una ra-
dice di f). Otteniamo quindi che per x — —oo, ¥(z) = ¢1(€)exp (fom Vf(2) dx)7 per z — 400,
P(x) = c2(E) exp (fOI V) dx). Imponendo che ¢;(€) = 0, trovo lo spettro dell’Hamiltoniana.

Se invece V(z — +o0) = 0, per x molto grande si ha f(z) ~ £ e I'equazione diventa
2m
P~ —ﬁw

& deve essere non positivo, altrimenti non troviamo soluzioni L2. In tal caso, le soluzioni generali
dell’equazione saranno:

¥ =c1(E) exp < QTZLE' x) + (&) exp ( 2”;?' a:> (3.1.6)

Nel caso di £ > 0 > V, otteniamo uno spettro continuo con autovalori doppiamente degeneri.

Dimostriamo adesso che le soluzioni dell’equazione di Schrodinger unidimensionale nello spettro discreto
sono non degeneri. Sia ay, il punto iniziale, in cui vale la condizione ¥ (ar) = 0. L’equazione &

2m

v = V(@) - e

Prendiamo due soluzioni nello spettro discreto y1, y2, che soddisfano singolarmente alle equazioni:

2m

yi’ = 2
,, 2m
Y2 = F(V(x) —&2)y2

(V(z) — &)

Moltiplichiamo la prima equazione per ys, la seconda per y; ed eseguiamo la differenza:

2m
Yoyl — y1ys = ﬁ(gz —&)y1y2 (3.1.7)

Adesso supponiamo che & = &, cioe che l'autovalore sia degenere e ammetti come autostati yi,yo
distinti. Quindi la (3.1.7) diventa:

d
291 =y = - (y20n — yiya) = 0 (3.1.8)

cioe la quantita W(z) = yoy) — y1vs (detta Wronskiano) ¢ costante. In particolare sara costante in
r = ar, dove 9 ¢ nulla, quindi

Yayy — y1ys = 0 <= 421y = 195

dividiamo per y1¥s:
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da cui si ottiene che ys = ay;, quindi se due autostati ammettono lo stesso autovalore, allora saranno
necessariamente I’'uno multiplo dell’altro. Un’altra proprieta gia nota che discende dalle proprieta del
Wronskiano e l'ortogonalita degli autostati appartenenti ad autovalori diversi. Sia

dW  2m
Fra ﬁ(é’z — &1)Y1Y2, &1 # &
Integrando:
oo dw 2 teo
/aL E dJZ = %(82 — 51) /aL Y1Yy2 d.]? (319)

Il primo integrale vale W (4o00) — W (ar), ma per le condizioni al contorno, i due addendi sono entrambi
nulli. Quindi, poiché & # &, deve necessariamente essere

+oo
/ y1ye dz = (y1]y2) =0 (3.1.10)

L

che e proprio la tesi.

Un ulteriore teorema molto significativo e il teorema dei nodi, che afferma che I'n-esimo autostato ha
n — 1 zeri (detti nodi) nel dominio dello spettro discreto.

In generale, gli stati cosi ottenuti sono tali che 1,1’ siano continui, anche nel caso in cui il potenziale
risulti discontinuo in un punto xg, infatti, integrando I’equazione in un intorno di zg, si ha:

xo+e
/ " dz = (w0 + ) — ' (20 — €)

0—¢€

Tote 2m
ro—E&

quindi si ottiene che 1)’ & continua.

Infine, un altro fatto importante & che se V(x) ¢ una funzione pari, sostituendo x — —z nell’equazione

di Schrodinger si ottiene:

r? d? r? d?

—57 32V (00 V(=) (=) = o =5 (—a) + V(@)y(-2) = Ed(=2)

cioeé otteniamo che 1(z), ¥ (—z) soddisfano 'equazione Hip = E1p. Ma, essendo gli autovalori non degene-

ri, per quanto appena visto, deve essere 1)(—x) = n(x). In pitt ¥(x) = Y(—(—2)) = nY(—x) = n*P(x).
Dal fatto che possiamo prendere ¢ € R, segue che n = £1. Concludiamo che, se il potenziale & una
funzione pari, allora gli stati sono pari o dispari.

3.2 Buca di potenziale

Consideriamo una buca di potenziale, cioé un potenziale che vale —Vj (costante) in una regione di spazio
lunga 2a e zero altrove. Scegliamo gli assi in modo tale che gli estremi della buca si trovino a +a.
Con questa scelta degli assi, V € una funzione pari, quindi, tra —a e a possiamo cercare separatamente
soluzioni pari e dispari. Notiamo inoltre:

e Per z € [—a,al], V & costante, quindi ci aspettiamo che le soluzioni siano seni e coseni;
e Nella zona classicamente proibita ci aspettiamo esponenziali decrescenti.

Dunque, se cerchiamo soluzioni pari in [—a,a] (zona 1) ed esponenziali nella zona proibita (zona 2),
avremo

Y1(x) = c1 cos qx

Yo(x) = coe



Se invece cerchiamo soluzioni dispari in [a, a], avremo

U1(x) = crsinga

Py(z) = coe™ k"

Incominciamo dalle soluzioni pari. Sostituendo nell’equazione, troviamo:

n?
1) —q° — V) cosqxr = E cosqu

2m
h2
2) o 27]{267](2{13 — gefkr
m
da cui otteniamo le condizioni
h2q2 . V o 7}12]62
2m 0= 2m
(3.2.1)
&= Rk

2m

In unita naturali, Vy = %52, quindi la prima condizione diventa ¢% + k? = 2. Imponiamo adesso la

continuita di ¥ e ¥’ in a (dato che v & pari o dispari, & sufficiente studiare solo = > 0):

P1(a) = Pa(a)
(3.2.2)

/ _ !
Y1(a) = ¥5(a)
Queste condizioni, insieme alla condizione di normalizzazione sono sufficienti per determinare le costanti

q, c1, co. Tuttavia, deve ancora venir fuori la condizione di quantizzazione. Allora scriviamo la condizione
di raccordo come

! /
% - % (3.2.3)
cioe nel caso pari qtanga = k. Adesso abbiamo
q2+k2:ﬂ2 k= 627(12
= (3.2.4)
gtanga = k gtanqa = /3% — ¢2
Mentre per le dispari otteniamo
k=52 ¢
(3.2.5)

geotga = —\/B? — ¢?

Notiamo innanzitutto via grafica che abbiamo sempre almeno una soluzione al variare di 3, che rappre-
senta lo stato fondamentale. Aumentando ’energia, si creano i successivi stati eccitati.

Riprendiamo adesso 1’equazione

2m 2m

Siano y1, ¥ due soluzioni indipendenti dell’equazione, relativi ai valori F; ed FEo dell’energia, supponiamo
E5 > E;. Sappiamo che in queste condizioni, il Wronskiano W = y{y2 — y135 soddisfa la relazione
dw
= (& — & 3.2.7
dz (& 1)Y1Y2 ( )
Siano a, b due zeri di y;; allora, integrando la (3.2.7) da a a b:
b

b
/ dd—‘i/ dz =31 (0)y2(b) — ¥1(a)y2(a) = (& — 81)/ Y1y dr (3.2.8)
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Affermazione: tra due zeri di y; esiste uno zero di ys.

Infatti, supponiamo che sia y; > 0 in Ja, b] e che ¥} (a) > 0, y;(b) < 0. Se y2 non avesse zeri nell’'intervallo,
per esempio y2 > 0 in [a, b], allora

Y1(0)y2(b) — y1(a)yz(a) <0
mentre

b
(& — 51)/ y1y2 do >0

che contraddice la (3.2.8), quindi y2 non pud essere positiva in [a,b]. Analogamente se yo < 0 in [a, b],
allora

Y1 (0)y2(b) — vy (a)ya(a) > 0

mentre X
(& — 51)/ yiy2 do <0
a

quindi troviamo di nuovo una contraddizione. Concludiamo che y, € positiva e negativa nell’intervallo
[a, b] ed essendo continua deduciamo che esiste almeno un punto in cui si annulla.

3.3 Soluzione tramite problema di Cauchy

Risolviamo ’equazione di Schrodinger come problema di Cauchy:
2m

y"' = F(V - E)Z/

y(ar) =0 (3.3.1)

y'(ar) =1

Sappiamo che la soluzione di un problema di Cauchy e unica e dipende con continuita dai dati iniziali.
Integriamo innanzitutto la (3.2.7) tra ar, e x:

I = @) — () = (€~ &) [ s

ar, ar

Scrivamo a questo punt & = &1 + §&, quindi
Y2 = y2(z,&) = y1 + 6y

per la dipendenza continua, quindi

x

(@) — g @)y (x) = 66 / y2 du

ar

Fissiamo come estremo superiore di integrazione un punto ¢ tale che y;(§) = 0, allora:

¢
yi(é)y2(£)=55/ yi da (3.3.2)

Osserviamo quindi che, dato che §€ ¢ positivo, il secondo membro e sempre positivo. Questo ci dice che
se y1 (&) > 0, allora deve necessariamente essere y2(§) < 0, da cui si vede che lo zero di ys si trova a
sinistra di &, che & lo zero di y1, in quanto y1, y2 sono parallele. Viceversa, se () < 0, allora y(§) > 0,
ed essendo y;, Yo parallele, ritroviamo che lo zero di ys € a sinistra di quello di y;.

Osservazione: dato un qualunque potenziale V', il numero degli stati legati € uguale al numero degli
zeri della soluzione dell’equazione di Schrédinger con E = 0, cioe

W = 2m

=3¢ (3.3.3)
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3.4 Metodo variazionale
L’equazione di Schrodinger € un’equazione agli autovalori, che assume piu in astratto la forma
Hijvj = E’Ui (341)

Essendo H un operatore hermitiano, esso induce una forma quadratica:
1
Q = iHijUin (342)

Affermazione: trovare gli autovalori F; dell’equazione (3.3.4) equivale a cercare il minimo della for-
ma quadratica @ con il vincolo |v| = 1. Infatti, per trovare i minimi vincolati si usa il metodo dei

moltiplicatori di Lagrange:
0 A, g
— =@ =1 =0
o @52 - 1)

da cui, esplicitando la derivata, si ricava proprio I’equazione H;;jv; = \v;.

Nel nostro caso, la forma quadratica indotta dall’Hamiltoniana e

o / ;—m(w)*(w) dr + / V() da (3.4.3)

Dobbiamo estremizzare Q con il vincolo ||| = 1, cioe

Ll (fova )

per linearita:

0Q 0 .
T [/w vde= 1]
Ma dalla definizione di Q si ha
09 _ —hiv%b + V(x)y (3.4.4)
v* 2m e
Inoltre
0

e V Y de — 1} = () (3.4.5)

Sostituendo troviamo

V@) + V@) = M) (3.4.6)

che & proprio I’equazione di Schrédinger.

Consideriamo adesso un potenziale V' che tende a zero per x — +oo. Sappiamo che per valori del-
Penergia E positivi, abbiamo uno spettro di autovalori puramente continuo, mentre se £ < 0 possono
esistere stati legati.

Affermazione. Consideriamo un sistema descritto dall’Hamiltoniana H avente almeno un autovalore ne-
gativo. Condizione sufficiente affinché esista almeno uno stato legato ¢ che esista ¢ tale che (p|H|p) < 0.

Dimostrazione. Se cosi non fosse, gli autovalori £, di H sarebbero tutti positivi. Preso un set completo
ortonormale di autovettori f,, possiamo scrivere

%) :an|foc>’ Hfo) = Ealfa)

Quindi
(plH|P) = lcal’Ea >0

[e3%

che contraddice 'ipotesi. O
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Sull’esistenza degli stati legati & importante anche il seguente

Teorema. Siano Vi, V5 due potenziali che tendono a zero per x — oo, con Vi < V5. Le corri-
spondenti Hamiltoniane saranno H; = K; + Vi, Hy = Ky + V5, dove K;, K5 sono le energie cinetiche.
Allora

1. Se Hj ha uno stato legato, allora H; ha almeno uno stato legato.
2. Se Hs ha due stati legati, allora H; ha almeno due stati legati.

Dimostrazione. 1. Se cosi non fosse, per un autostato ¢ di Hy si avrebbe Ha|p) = Ea|p), B2 < 0 e
(p|Hlp) > 0. Ma allora (p|H1|p) < {(p|Hz|p) < 0, che & assurdo.

2. Se cosi non fosse, allora H; avrebbe, per il punto precedente, un solo stato legato |f1), con Hy|f1) =
E1|f1), E1 < 0. Quindi, per ogni ¢ L f; deve essere (¢|H|y) >0 (*)
Siano @1, @2 gli stati legati di Hs:
2 2 2 2
Hlp) = EP|pa),  Halo) = EPle), BB <0
Possiamo proiettare f; sul sottospazio generato da ¢, po:
m|f1) = ailer) + c2p2)

In questo sottospazio esistera un vettore |a) ortogonale a 7|f1), della forma |a) = —calp1) + c1|ps) che
sard ortogonale anche a |f1). Allora si avra

{a|Hila) < (afHa|a) <0
che contraddice (*). O

In generale, se Hy ha n stati legati, allora H; avra almeno n stati legati.

3.5 Metodo spettrale

Dato un generico spazio di Hilbert H con Hamiltoniana H e base ortonormale completa |f;(z)), soddi-
sfacenti cioe

/fi*fj dz = d;;

prendiamo una combinazione lineare finita dei vettori di base:
N
G(x) = cifi(x)
i=1
Scriviamo adesso il principio variazionale per le funzioni del tipo di :

[ as twittlo) = [ e[ g v wu +vve

JEE

dove (|H|y) ¢ la forma quadratica indotta dall’Hamiltoniana. Il minimo vincolato della forma quadra-
tica costituisce un’approssimazione dello stato fondamentale del sistemas:

cici(fil H| f;) — A(cici(filf) — 1) = ¢fejHij — Acfejoiy — 1) =
=cjcjHy; — Ncje; — 1)

con il vincolo
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derivo rispetto a ¢} 1'ultima espressione (devo trovare comunque zero):
Hijcj - )\Ci =0 (351)

Risolvendo questa equazione (H & una matrice n X n), ottengo una stima degli autovalori dell’Hamiltonia-
na complessiva; in particolare, ’autovalore piti basso da una stima dell’energia dello stato fondamentale.
Se scegliamo i vettori di base dipendenti da un parametro, f; = f;(z, ) e facciamo di nuovo il conto,
troviamo come soluzione di (3.5.1) dei valori a loro volta dipendenti da o, F; = F;(«). Imponendo

OE;

Oa =0

si ottiene un’approssimazione migliore degli autovalori dell’Hamiltoniana.

3.6 Potenziale a delta

Consideriamo un potenziale della forma V' (z) = —gd(z). L’equazione di Schrédingere

2
() — g () = Bi(x) (3.6.1)

cioe 5
m
V'(2) = = (—gd(z) — E)¥(x)
Osserviamo che, a differenza della buca di potenziale, adesso la derivata prima di ¢ & discontinua in zero,
infatti, integrando la precedente espressione tra —e e ¢ si ha:

() — ' (—e) = — 2

=-S5 0(0) (3.6.2)

Quindi, nel caso di potenziale a delta, bisogna accompagnare 1’equazione con la condizione (3.6.2) insieme
alla continuita di .
Analisi dimensionale. Scriviamo ’equazione di Schrodingernel seguente modo:

1, mg _ mkE
- §¢ () — ﬁé(w)w@) =57 (3.6.3)

Tutti i termini hanno a numeratore le dimensioni di ¢. Il primo termine va come [¢]/2?, quindi anche
tutti gli altri devono andare allo stesso modo; nel secondo termine figura §(x), che ha le dimensioni di
1/, quindi per rispettare 'andamento, dovra essere

mgi

= = B, (8] = % (3.6.4)

Per quanto riguarda 1'ultimo termine, il coefficiente di ¢ deve andare come 1/x2, cio¢ come 32, quindi

E R?
”;2 —cf?— E = e B2 (3.6.5)
Per x # 0 I'equazione diventa
2mE
P = —%m E<0

che ha come soluzioni esponenziali reali:

P(x) = Cexp (i 2mE|x>

72
In unita naturali, E = a?(—h?/2m), quindi si ottiene ¢ = C exp(—a|z|). Imponiamo adesso la condizione

(3.6.2):
Y = —aCsgn(z)e !
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Y'(07) = —aC Y'(07) = aC
indi
Quindi . omg

P'(07) =94/ (07) = —2aC = ——2C = —2Cp

Dove abbiamo usato i fatti che (0) = C e la (3.6.4). Troviamo infine il valore della costante C
normalizzando la :

+oo +oo 1
1= / |¥|? do = 202/ e 20 dg = 20% — (3.6.6)
0 28

ciot C = +/B. Quindi le soluzioni dell’equazione di Schrodingerper un potenziale a delta sono

—00

Y(w) = /Be 17, E = —%62 (3.6.7)
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Capitolo 4

Oscillatore armonico

I’Hamiltoniana standard di un’oscillatore armonico ¢

p2 1 2 2
H="—+-nw 4.0.1
o T 5w (4.0.1)
dove w? = k/m, con k costante elastica. Per come & fatto il potenziale dell’oscillatore armonico, non
troveremo in nessun caso autostati del continuo.

Analisi dimensionale. L’equazione agli autovalori per 'oscillatore armonico e

h2 " 1 2.2
- Z =F 4.0.2
S+ Gt = By (40.2)
cioe 5 5 5
1., 1mw 5,  Em
2V Ty TV T R
Dato che [¢)"] = []/[q]?, tutti i coefficienti dei termini in v devono avere le dimensioni di 1/[g]?, in
particolare ricaviamo che
m2w? 1 m2w? 1 h
_ e — = — f = _— 4. .
{ h? } [q]* — T IZE mw (4.03)
e inoltre 2
Em 1 mw
i = = ——Z = hw 4.0.4
[ h? ] 2 " T m mh #04

Per l'oscillatore armonico esistono vari metodi di risoluzione.

4.1 Metodo astratto

Poiché I'Hamiltoniana (4.0.1) & quadratica, possiamo provare a scriverla in termini di variabili complesse.
Definiamo a tal scopo gli operatori

VoL mwl
(4.1.1)
ol = i (g — ZL)
V2Nl mwl
Invertendo queste relazioni, troviamo p, ¢ in funzione di a, a':
14
=—(a+al
4= (ata)
(4.1.2)

milw (a B aT)

P="A
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Sostituendo queste espressioni nell’Hamiltoniana troviamo:

1 2 111
H= >-mw?|— (a2 + aTz + aal + aTa) — == ZmPL? (a2 + aJr2 —aal — aTa)
2 2 2m?2
Perché a e af non commutano. Adesso notiamo che
2 2 h 2
Fmw’ = —mw* = hw
mw
quindi
I, hw
H = e (a2+af2 JraaTJraTa) -7 (a2+aT2 — aal faTa> =
1
= —fw (aa’ +af 4.1.3
5 (aa’ + a'a) ( )

Vogliamo adesso scrivere ’Hamiltoniana solamente come funzione di afa. Per far cio, calcoliamo il
commutatore [a,a'], ricordando che [q, p] = ih:

a,a1) = § —— (~ilg, Bl +ilp.a) = o

= (h+h) =1 (4.1.4)

Quindi 1 = [a,a!] = aa™ — a’a implica aa’ = 1 — afa, che sostituito ci da la forma definitiva dell’Hamil-
toniana per l'oscillatore armonico:
1
H = hw <aTa + 2) (4.1.5)

In pratica, notiamo che diagonalizzare H significa diagonalizzare operatore a'a. Gli autovalori di afa
sono sicuramente positivi. Calcoliamo adesso i commutatori:

[a,a']a + al[a,a] = a

[a,a'la + a'[al,a] = —al (4.1.6)

[a,a'a)
AR

Sia |¢) un autostato dell’Hamiltoniana, Hle) = Ele). Allora
Hale) = (aH — hwa)le) = aEle) — hwale) = (E — hw)ale)

Quindi se |e) ¢ un autostato di H, anche ale) lo ¢. Inoltre, autovalore di ale) ¢ minore di quello di |e).
Per questo, 'operatore a prende il nome di operatore di discesa. Allo stesso modo

Halle) = (a"H + hwal)|e) = (F + hw)a'|e)

Quindi anche af|e) & autostato di H, con autovalore maggiore di quello di |¢). Per questo, af & detto
operatore di salita.

Per interrompere la catena di discesa (si avrebbero altrimenti autovalori negativi), deve esistere un
autostato di H |0) tale che a|0) = 0. Riassumendo:

aa H
|0) 0 Lhw
1) =afj0) 1 ;ﬁw-ﬁ-hw
2) =al’|0) 2 Lhw+ 2hw

e cosl via. Quindi, lo stato n-esimo si puo ottenere dallo stato fondamentale:
In) = cn(a")™|0) (4.1.7)

Questi stati costituiscono un set ortonormale completo. Definiamo a questo punto lo spazio di Hilbert
‘H su cui e definita I’Hamiltoniana come

H = {w = Zan|n> | {an} € Eg} (4.1.8)
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Determiniamo adesso le costanti di normalizzazione c¢,, degli autostai. Partiamo dal fatto che
[a, (a")"] = [a, a](a")" " + alfa, a'](a")" 2 + - 4 ()" g, ] = n(al)" (4.1.9)

In quanto [a,a'] = 1. Allora, assumendo che (0|0) = 1 (cioe che lo stato fondamentale sia normalizzato)
si ha
leal? = (0]a”™ (a")"|0) = (0]a""a(a®)"|0)

Dalla (4.1.9) otteniamo che a(a®)” — (a')"a = n(a’)"~1, cioe a(a®)” = (a")"a + n(a’)"~ . Quindi

leal® = (0la™ " ((a")"a + n(a?)"~1)|0) =
= n{0[a" " (a")""10) = nlc,_1|? (4.1.10)

Per ricorrenza otteniamo che |c,|?> = n!, quindi gli autostati normalizzati saranno

|n) = (a")™|0) (4.1.11)

2~

Verifichiamo che gli autostati di indice diverso sono ortogonali. Sia k < n, allora:
(Kln) = (0la*(a")"|0) = (0]a"~"n(aT)"~|0) = ...
n e
() lcay—#10) =0

Perché a™|0) = 0 per ogni n implica (0|(a’)™ = 0 per ogni n.
Vogliamo adesso calcolare gli elementi di matrice di af. In quanto operatore hermitiano, avra gli elementi
sulla diagonale principale nulli. Notiamo poi che

(el VAET 1
Vn! Vn+1vn!

afln) = a 0) = (ah)"0) = Vn+1jn + 1)
Cio implica che
(@ = (klat|n) = Vo + 1(kn 4+ 1) = Vo + 10k n11
Quindi troviamo che gli unici elementi di matrice di a non nulli sono (af),11.,, n =0,1,2,... e valgono

Vn+ 1.

Per quanto riguarda a, notiamo invece che

a(af) (af)

V! V!

Con lo stesso ragionamento, otteniamo che gli unici elementi di @ non nulli sono quelli di posto (a),—1,n,
n=1,2,... e valgono y/n. In sintesi

aln) = . |0) =n

= Vit — 1)

atin) = vn+1jn+1)
(4.1.12)

aln) = v/iln — 1)

Poiché valgono queste relazioni, gli operatori af e a prendono rispettivamente i nomi di operatore di
creazione e operatore di distruzione.
Adesso possiamo calcolare esplicitamente gli elementi di matrice di g, p:

Y4
(Q)ij = ﬁ

.mwt

(p)ij =i 7 (a—al);; (4.1.13)

(a+a")y

(¢)n,n, = 0 per ogni n in quanto, in un sistema unidimensionale con autostati non degeneri & sempre
possibile scegliere una base in modo che gli autostati siano anche autostati della parita.
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4.2 Rappresentazione di Schrodinger
Passiamo adesso alla rappresentazione di Schrodingermediante le sostituzioni:

q—x
ho

Hf
4 1 Ox

In unita adimensionali:
x =l
D 0

mwlzaif

Allora gli operatori di discesa e di salita saranno dati da

1 0
o= 75 (¢4 )

t 1 ( 0 )
a'=— (- =
2 o0&
L’Hamiltoniana diventa di conseguenza

5[ ) )

Scriviamo adesso lo stato fondamentale 1 (§) = |0) ricordando che deve verificare a|0) = 0:

A (e 9 e
75 (64 ¢ ) w9 = vl =

La costante di normalizzazione ¢ & data da
+oo 5
1= C?e ¢ d¢ =% = C = gl/4
—00
Lo stato fondamentale e quindi
_ = —E)2
¢O (5) - 771/4 €

In termini di z:

- 1 X - 1 —m2/2£2
Po(x) = %% (?) = ot

con autovalore (energia) & = fuww/2. Gli stati eccitati sono dati da

1 1 oO\"
Iny = m0>:m¢27( —55) $ol€) = tu(©)

che possiamo riscrivere come
1 e—€%/2

Pn(§) = ﬁTﬁHn

©)

(4.2.1)

(4.2.2)

(4.2.3)

(4.2.4)

(4.2.5)

(4.2.6)

(4.2.7)

dove H,,(§) & un polinomio di grado al pitt n detto polinomio n-esimo di Hermite. 1 polinomi di Hermite

sono ortogonali rispetto alla misura p(z) = e’

. I primi due sono Hp(z) = 1 e Hi(xz) = x. Inoltre

i polinomi di Hermite di indice pari sono polinomi pari, mentre quelli di indice dispari sono polinomi

dispari.
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4.2.1 Relazione di ricorrenza per i polinomi di Hermite
Esplicitando 'uguaglianza a|n) = \/n|n — 1) troviamo

1 B 1, 6752/27\[ 1 - o—€2/2
7 (64 5) 7O~ e O

(f + 5)5) H,(€)e /2 = onH,_1(¢)e™¢
EH,(€)e 82 4 HL(€)e 8/ — ¢H,,(€)e ¢ /? = 2nH,,(€)e ¢/

Semplificando, troviamo l’equazione differenziale

H,,(€) = 2nH, 1(§) (4.2.8)
Se invece esplicitiamo l'uguaglianza af|n) = v/n + 1|n + 1) troviamo I'equazione differenziale
H,, () = 26H,,(€) — Hnt1(€) (4.2.9)
Uguagliando la (4.2.8) e la (4.2.9) troviamo la relazione di ricorrenza
Hpy1(8) = 26H,,(€) — 2nH,—1(€) (4.2.10)
Inoltre, dopo alcuni passaggi, troviamo 1’equazione differenziale di Hermite:
H;/(8) — 26H,,(€) + 2nH,(§) = 0 (4.2.11)

Data una generica successione di polinomi { P, (x)}, si definisce la funzione generatrice della successione:

3 _ 09
g(s,z) = nz:% — Pa(@), Pu) = 5o o (4.2.12)

Scriviamo adesso la funzione generatrice dei polinomi di Hermite. Partiamo a tal scopo dall’identita

(aag - f) GRS Q%@*ﬁ?”ﬂ&)) (42.13)

Possiamo riscrivere gli stati eccitati come:

1 nl O\" _
5l = 2= (1" (5 ) wn(e) =
D ep 0t epe )
| og Vr
- D" e O e
Vvl oe
!

= —£2/2
%mHn(é)e

da cui ottieniamo la formula di Rodriguez:
B n g2 dm _e2
H,(&) =(-1)"e —dgne (4.2.14)

La funzione generatrice dei polinomi di Hermite & quindi data da

g(s,z) = e 2 (4.2.15)
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4.3 Metodo differenziale

Il terzo metodo di risoluzione consiste nel risolvere direttamente I’equazione di Schrodinger

h2 /" 1 2,2
- %lﬁ + 5wt Y =Ey (4.3.1)
In unita adimensionali, z = ¢¢:
R 1 821/J
“ampae T e =B
10%)  1m2w? o Em(2
Sae o SV TR Y
cioe o
— 9" (&) + (&) = &, €= (4.3.2)

Avevamo visto precedentemente che E = (n+1/2)fw. Cio implica che & = 2n+ 1, cio¢ ’equazione 4.3.2
ha soluzione se e solo se £ € un intero dispari. I coefficienti delle 1) non presentano singolarita e quindi
dall’analisi complessa sappiamo che le soluzioni, se esistono, sono funzioni intere, cioe analitiche su tutto
il piano complesso.

In unita adimensionali, ’equazione diventa

1

1
" 2
- = - _—E
29 + 25 Y Y

Prendiamo y = f(£)e*52/2. Sostituendo, ottengo per f I'equazione
=26+ (E-1)f=0, E=2F (4.3.3)

Il potenziale & pari, dunque sappiamo che la soluzione ¢ pari o dispari. Prendiamo f pari che risolve il
problema di Cauchy

fr=228f+(E-1)f=0
f(0)=1 (4.3.4)

f1(0) =0

e cerchiamo f in forma di serie, cioe f = Y77 cx&?*. Sostituendo si trova

D 2k(2k — 1)epg TP 20> a2k T+ (E-1)) et =0
k=1 k=0

k=0

Shiftiamo gli indici delle prime due sommatorie in modo tale che tutto parta da k = 0:

NE

(2k + 2)(2k + 1)cg 1€ Z crdkEF + (- 1)) e =0
k=0

e
I

0
Pertanto otteniamo una relazione ricorsiva per i coefficienti:

Co = 1
4.3.5
4k — (€ -1) ( )

T Rk 2)k+ )"

Per k grande, cx11 ~ ¢/ (k+ 1), cioe ¢ = co/k!. Allora

fe Z f% —Co6
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Ma questa soluzione da problemi, in quanto y = 6_52/2f(§) ¢ 1.2, Se perd esiste un ¢, = 0, allora tutti
i successivi coeflicienti sono nulli, e la serie diventa una somma finita. Cio avviene per k* tale che il
numeratore di (4.3.5) si annulli, cioé £ —1 = 4k* = 2(2k*) = 2n, da cui 2F = 2n+1 e quindi E = n+1/2.
In conclusione, se E =n + 1/2, f non & pit una serie ma una somma finita che non converge piu a 652,
quindi la soluzione y & in L2.

Riprendiamo la soluzione in rappresentazione di Schrodinger

1 1 2
U (z) = m\/ﬁﬂn(@e—5 /2 (4.3.6)

L’'n 4+ l-esimo autostato ¢ proporzionale a H, (&), n-esimo polinomio di Hermite. Ci domandiamo se
H,, rappresenta unicamente I’'n 4+ 1-esimo stato, oppure puo rappresentarne altri. Innanzitutto, notiamo
che H, ha al pili n zeri, quindi per il teorema dei nodi non pud rappresentare uno stato superiore
all'n + l-esimo. Inoltre, poiché H, & ortogonale ai precedenti polinomi Hy,..., H, 1 che fra loro sono
indipendenti, allora H, non puo rappresentare meno dell’n 4+ 1-esimo stato. Quindi concludiamo che H,,
rappresenta unicamente 1'n + 1-esimo autostato.

Le 1, cosi trovate costituiscono un set completo? Se lo fossero, ogni ¢ € L2 puod essere scritta come

+oo
P(€) =D enthn(§), Cn = P (£)1(€) A&

—0o0

Se invece non lo fossero, si avrebbe

Z et (€ fLap Vk (4.3.7)

k

Fra tutte le funzioni ortogonali alle v, scelgo quella che minimizza ’energia con i vincoli

/f2d£:1 /fwkdfzo

Uso il metodo dei moltiplicatori di Lagrange:

/(f,Hf) dﬁE(/f2 d£1> ZAkzk:/fwk de (4.3.8)

Derivando rispetto a f si ottiene

Hf —Ef = At =0 (4.3.9)
k
Moltiplico scalarmente per ,,:
(UnlHf) = E{Wnlf) = A =0
<H¢n|f> - E<7f}n|f> =An
En<¢n|f> - E<¢n|f> =X
(Bn = E)(Wnlf) =An = A =0

In quanto per ipotesi ¥,, L f. Allora ’equazione per f € Hf = Ef, ma questo implica che f sia un
autostato e E un autovalore dell’equazione di Schroédinger, ma per ipotesi non ci sono altri autostati
oltre a {¢}}. Quindi anche F = 0. Risulta percid f = 0. Si conclude che {1;} & un set completo.

4.4 Interpretazione della funzione d’onda nel metodo astratto

Lo spazio di Hilbert che avevamo definito tramite il metodo astratto era
H= {|1/)> :ZCH|”> ‘ Z‘Cn‘Z <OO} (4.4.1)
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La probabilitd di trovare un certo autostato, come sappiamo & |c,|? e 'ampiezza & (n|y), il cui valore,
in quanto prodotto scalare, non dipende dalla particolare scelta della base. Quindi diagonalizziamo
loperatore gq:

q|z) = z|T) (4.4.2)

La soluzione del problema agli autovalori (4.4.2) ¢ |z) = é(x — ). Allora
o) = [ de 8(o — D)i(a) = vi@)
Concludiamo che la funzione d’onda é il coefficiente dello sviluppo in serie

= lo)(zly) (4.4.3)

Per loscillatore armonico (in unitd naturali)

_1
G

Vogliamo risolvere ’equazione ¢|¢) = £[¢), con |£) dato da

(a+ah)

Z \/2T (4.4.4)

Sostituendo troviamo la relazione
Cnt1 = 26cy, — 2nCp—1 (4.4.5)

che ¢ proprio la relazione (4.2.10) che determina i polinomi di Hermite, quindi ¢, = F(§)H,(§). De-
terminiamo F(¢) dalla condizione di completezza (£|¢/) = §(¢ — €'), ottenendo F(§) = n—1/4e=¢"/2,

Quindi
=S un©m) =3 In)(nle) (4.4.6)

4.5 Funzione d’onda nelle p

L’Hamiltoniana dell’oscillatore armonico era

P2 1 2 2

che, nella rappresentazione delle g, dava luogo all’operatore

0?1 5
T Tomoaz T2
Possiamo anche usare una rappresentazione nelle p, interpretando, al contrario dei casi precedenti, I'o-
peratore p come una moltiplicazione per p e 'operatore § come una derivazione rispetto a p. In questa
rappresentazione, I’operatore Hamiltoniano diventa

2 2 2
P h 5 0
= — - — 4.5.2
om 2 8p2 ( )
La funzione d’onda nelle p sara allora
o(p) = coHy(p)e P /2 (4.5.3)
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4.6 Stati coerenti

Gli stati coerenti di un sistema sono quelli che assomigliano di piu alla descrizione classica del sistema.
Considerando gli operatori di distruzione e creazione,

aln) = Vil - 1)
allny = vn +1jn+1)

gli stati coerenti sono definiti come gli autostati dell’operatore di distruzione a. Innanzitutto, notiamo
che non esistono autostati dell’operatore di creazione perché fa salire la scala. Tuttavia possono esistere
stati |3) che soddisfano

alB)y=BIB), BEC, [B)=) culn)

Risolviamo pertanto ’equazione

a (Z cn|n>) = icn\/mn -1) = Bicnm} (4.6.1)

Il termine con n = 0 della prima serie & nullo, quindi lo eliminiamo:
oo oo
ch\/ﬁm —1) = ﬁch|n>
1 0

Shiftiamo adesso la prima serie di 1 tramite la posizione n =k +1=n+ 1:

ch+1\/” + 1ln) = ﬂchm)
0 0

Da cul si ottiene la relazione di ricorrenza

Cnr1Vn+1=Pey, (4.6.2)

che implica
n+1 n

Cpil = —F———=C) = Cp, = —F—=C 4.6.3
n+ (n+1)! "Vl ( )
Pertanto gli stati coerenti sono dati da

oo

8)=>"

n=0

n

n) (4.6.4)

n!

co ¢ la costante di normalizzazione:

1= (B18) = |eol? (Z %m) (Z %H) -

1 n 2
= \co|22 E(|ﬂ|2) = |co|?e!”!

n

quindi ¢y = e~18*/2, Gli stati coerenti sono

_ sz B
= P2 Y el (4.6.5)
Ma, poiché valeva
Tyn
m = &)

-
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si ha N
5) = e 1902 37 P atyejo) = 197205 ) (4.6

Il valor medio di ¢ su uno stato coerente ¢ dato da

L (Bla+al|g) = —(6+ B7) = VIR(B) (4.6.7)

7z 7
Studiamo I’evoluzione temporale di uno stato coerente:
i —i _1g12/2 B"
[B(8)) = e~ HUIM ) = emHE/n (Ze . /2W|">> -

_ 181272 B ity _ —iwt/2 —1g272 1 Bty ) =
= (& e n)=e e —~ (Be n) =
2 I DT (e )

(BlalB) =

n!

_ efiwt/Q |ﬁeii“’t>

Quindi uno stato coerente rimane nel tempo uno stato coerente a meno di una fase wt. Adesso, preso
B = |Ble'?, calcoliamo

(B(1)lalB(t)) = (Be™ ™ |g|Be~*") = V2R(Be™ ™" = V/2|B] cos(wt — ¢)

che € appunto il moto classico di un oscillatore armonico.

4.7 Stati coerenti in rappresentazione di Schrodinger
Abbiamo visto che § = v2R(3). Scriviamo adesso gli scarti quadratici di ¢ e p:

AP =¢* -7
Ap? =p? —p°

Sfruttando il fatto che [a,a’] = 1, possiamo scrivere

1 1 1
?==(a+a"? = 3 [a® + (a")? + aa’ + aTa} =3 [a® + (a")? 4+ 2ata + 1]

2
Quindi
(Bla*|8) = % B2+ B2 +288* +1] = % [(B+6%)2+1] = 2R(8)* + % (4.7.1)
Da cui
A =2R(5) + 5 — 2R(8) = 5 (4.7.2)

Facendo lo stesso tipo di conto, si trova che anche Ap? = 1/2, da cui
1
AgqAp = =
98P =5

Cioe gli stati coerenti sono caratterizzati dalla minima indeterminazione. Risolviamo adesso l’equazione
degli stati coerenti in rappresentazione di Schrodinger:

\} (5 + 5) s (E) = B €) (4.7.3)
cioe o
I _
e = (&~ V2095
da cui
Yp(€) = Ce™ (720072 (4.7.4)
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Gli stati coerenti sono percio gli autostati normali shiftati di v/24.
Esempio. Particella carica ¢ in campo esterno costante E.

L’Hamiltoniana della particella sara data da

2 1
= pf—kfmwz

?—qzE 4.7.
om T3 x — qx (4.7.5)

Possiamo riscrivere i termini dipendenti da x come

1 1 2E 1 E\® 1 E\®
fmwzxz—quzimwQ (a:Q— a x)=2<x—q) — —mw? (q)

2 mw? mw? 2 mw?
quindi
2 2 2
p 1 2 qb 1 2 [ 4E
H=—+- — - = 4.7.6
2m ame (ac mw2> 2" mw? ( )
Risolvendo rispetto alle variabili
qF h O
z=r— — = —-—
mw?’ P= 752
Otteniamo la nuova espressione per i livelli energetici:
1 1 ¢>E?
& = hw e 4.7.7
" (n + 2) 2 mw? ( )
Il valor medio del dipolo in questa situazione ¢ dato da
E ¢*E
0'ld|0") = q(0']2 + |0y = 478
O1d10) = gl0']z + L2500 = L2 (4738)
dove ¢%/mw? = a & il coefficiente di polarizzabilita. In caso di dipolo indotto, avevamo che U = —aE? /2,

risultato che ritroviamo in (4.7.7).

Dimostriamo adesso che gli stati coerenti possono essere ricavati a partire dallo stato fondamentale
mediante un operatore. Sia

U(B) = ePa’—F"a (4.7.9)
L’operatore B = fa’ — f*a ¢ tale che Bt = p*a — fal = —B, quindi

ol :eBT =e B=p-!

da cui segue che U & un operatore unitario. Allora lo stato |3) = U(3)|0) & un autostato di a. Innanzitutto
notiamo che (3|3) = (0|UTU0) = 1.

alB) = aU()|0) = ae”|0)
Valgono le relazioni

[a, B] = [a, Ba’ — B*a] = 8

e BaeP =a+ [a, B (4.7.10)
quindi
e BaeP =a+p e ae? = ePa +ePp
Di conseguenza
aeB)0) = (ePa + P p)|0) = BeP0) (4.7.11)

¢ la definizione di stato coerente. Dimostriamo adesso che questa definizione coincide con la (4.6.6).
Innanzitutto dimostriamo il seguente
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Teorema 4.7.1 (Formula di Campbell-Hausdorff). Siano A, B due operatori tali che [A,B] = ¢, ¢
costante. Allora si ha
e“e e 2 =e

Dimostrazione. Definiamo le funzioni
G(t) _ etAetBe—%tQ[A,B]
F(t) = tA+D) (4.7.13)
Si ha G(0) = F(0) = 1. Le derivate prime saranno invece
F'(t) = BN (A 4 B) = F(t)(A + B)
G’(t) — etAAetBe_%ﬁ[A,B] + etAetBBe_%ﬂ[A,B] + etAetBe_%tz[A’B](—t[A,BD —
_ etAetB(A + t[A, B])efétQ[A,B] + etAetBBef%tQ[A,B] _ tetAetBefétQ[A,B] [A,B] =
= MetBe 3 MBl(A 4 B) = G(t)(A + B)

Allora F' e G risolvono lo stesso problema di Cauchy:

F'(t) = F(t)(A + B) G'(t) = G(t)(A + B)

F0)=1 G0)=1
quindi per il teorema di esistenza ed unicita, F'(t) = G(t), in particolare, per ¢t = 1 otteniamo la tesi. [
Allora possiamo scrivere, alla luce di questa formula:
Up) = P! =B%a — ghal Brag—|5%/2 (4.7.14)

Quindi
2 * 2
U(B)|0) = e~ 181*/2¢Ba’ ¢=B"a|g) = ¢=1BI°/2¢BaT | (4.7.15)

che coincide con la (4.6.6).
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Capitolo 5

Potenziali a caso

5.1 Soluzioni asintotiche

Considero un sistema con un potenziale V(z) > 0 a supporto compatto. Il sistema non ammette stati
legati. L’equazione di Schrodingere la solita. In questo caso, stiamo descrivendo una situazione tipica di
scattering. Vogliamo descriverne le soluzioni. Nelle zone in cui V = 0, avremo soluzioni del tipo onda
piana et k = p/h con frequenza w = E/h, e quindi energia E = h%k?/2m. Nella realtd avremo una
sovrapposizione di onde piane, cio¢ un pacchetto d’onda. Indichiamo con I la zona a sinistra del dominio
del potenziale e con I1 quella a destra. In zona I avremo l'onda incidente piu un’onda riflessa, mentre
in zona I avremo solo 'onda progressima:

w[(x) — aeikm 4 befilcw

wII(x) — Ceikm
Con le dovute normalizzazioni, ci riconduciamo alla forma
eikx +Re—ikw I
Y(x) = (5.1.1)
Tetk® 11
T rappresenta 'ampiezza di trasmissione e |T'|? & il coefficiente di trasmissione, ciod la probabilitd che
I'onda passi la barriera. R ¢ Pampiezza di riflessione e |R|? & il coefficiente di riflessione, cioe la probabilita

che 'onda venga riflessa. In termini di probabilitd, ¢ naturale che debba essere |R|? + |T|?> = 1. Questa
identita puo essere ricavata direttamente dall’equazione di Schrodinger:

h2 "
—— V() =F
o V@) = By
Dato che il problema & stazionario si conserva la corrente

h

~ %im

j(x) (" 0ptp — P029")

Dato che 9,j(x) = 0, la corrente sara la stessa sia in zona I che in zona I1. Se ¥(x) = ae*® + be=t*2
allora j = hk(|a|? — |b|?)/m, quindi si ottiene

. h%k hk )
jr=——0-|RP)=—[T*=jn = [RP+|T]=1
m m

Prendiamo adesso un potenziale che € nullo in zona I ed & costante Vj in zona II. Adesso le soluzioni
nelle due zone sono date da ‘ ‘
w[(x) — ezkas + Re—zkax
(5.1.2)
Yrr(x) = Tel®
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con k, q tali che

h2 k2 h2q2
E=— —=FE-V
2m 2m 0
Anche in questo caso si conserva la corrente, data nelle due zone da:
hk
i1 =—(1—|RJ?
ji = (1= |R?)
. hq
jir = —|T?
m
quindi possiamo definire
num. di particelle che passano q|T|? num. di particelle riflesse
num. di particelle incidenti & num. di particelle incidenti
5.2 Gradino di potenziale
Consideriamo un gradino di potenziale
0 z<0
Viz) =
W x>0

=R

(5.1.3)

(5.2.1)

Identifichiamo « < 0 con la zona I e x > 0 con la zona II. Se I'energia F & minore di Vj, le soluzioni

saranno date da
'(/JI — eikx + Re—ik‘aﬁ

Yrr = Ae” "
Determiniamo la costante a dall’equazione di Schrodinger:
h? 2m(Vo — FE
P AL AV = EA  — =y 0B
2m h2
Troviamo A e R imponendo la continuita di ¢ e ¢’ in z = 0:
o+ ik
I+R=A = ik — «
—
ik(1—R) = —aA A 2k
ik—a
Se invece EF > V{; abbiamo
wl — eikr + Re—ik’x h2 )
=E-V,
. 2m
iy = Telw
Imponendo le condizioni:
k—q
1+ R=T R= k+q
=
k(1 —R) =qT r_ 2k
k+q

(5.2.2)

(5.2.3)

(5.2.4)

(5.2.5)

In generele, in zona I si ha 7(z) = ae™*® + be~ e in zona IT ¢rr(x) = cet*® + de=*. T coefficienti

indipendenti sono a, b, e i coefficienti ¢, d dipendono da essi linearmente:
c a
(5) =2 ()
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dove Q & la matrice di transfer, data da (in termini di R e T):

1/T* —R*/T*
Q= <—§%/T 1/4 ) (5.2.6)

°(#)= (o)

Poiché 'equazione & reale, se 1 & soluzione, lo € anche *:

In particolare si ha

'l/]I _ eika: + Refik:v : w; _ efika: + R*eika:
wII _ Teikz : /(b;I _ T*e—ikw

°(1) = (#)

Dal fatto che |R|*> + |T|*> = 1 segue che det Q = 1, quindi © & unimodulare.
Se adesso mandiamo un fascio incidente da destra verso sinistra avremo

(1) =20)

da cui

cioe

— (5.2.7)

Quindi la probabilita di passare da destra verso sinistra & |b|? = |T'|2, che & la stessa di passare da sinistra
a destra. In generale si usa la seguente nomenclatura:

Yr = {e“”” + Re ke, Teik’”} right-mover (5.2.8)
R* ; ; ;
Y, = {_T* Te ke, e=the 4 Te“m} left-mover (5.2.9)

1Yr e P sono due soluzioni linearmente indipendenti e devono soddisfare la relazione di ortogonalita
[ e vt s 0 =0 VK (5.2.10)

La soluzione esatta del problema del potenziale dipende in generale dal tempo: w(+)(t). Per t - —o0,
coincide con l'onda piana libera. Si impone allora, per t — —oo

[0 (t) = ho(1)]| — 0 (5.2.11)

5.3 Barriere di potenziale in sequenza

Supponiamo di aver risolto il problema per un potenziale V() > 0 centrato nell’origine (conosciamo
cio¢ la matrice di transfer ;). Se trasliamo tutto a destra (V = V(z — d)), 'equazione diventa

h’2 1"
_ Vie—d =E 5.3.1
o,V T V(e —djy=Ey (5.3.1)
con la posizione z = x — d otteniamo la stessa equazione che avevamo risolto

12 42 -
ozt V(z)y = Ev
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per cui ¢ = {e** + Re~%% ; Te**}. In termini di matrici
a a
(3)=()

aeikz + Be—ikz — aeik(a;—d) + Be—ik(w—d)

poiché

segue che le ampiezze acquistano una fase. Possiamo dunque scrivere
—ikd ikd
a ae @ ae a
()= () = (5) - () =m0 ()

T(d) = (elgd e_%) (5.3.2)

e la matrice di traslazione. Si ottiene quindi

T(d) (g) — 0 T(d) <‘g> — (‘g) — () T(d) <‘g> (5.3.3)

che equivale a un cambiamento di base (relazione di similitudine tra £} e Q). Allora

o) = (b‘ff,fx) — T(a) (b) , (Z//> = <b>

Concludiamo che (zg e x; sono dei punti in zona asintotica rispettivamente a sinistra e a destra del
dominio del potenziale):

dove

T~ a1)p(x1) = 0T (zo)p(wo) (5.3.4)
da cui

@(x1) = T(x1)0n T (z0)p(x0) (5.3.5)

Questa relazione lega la soluzione asintotica in zona I a quella in zona I1.

Supponiamo adesso di avere due potenziali V7 e V5 e di averli risolti separatamente, cio¢ supponiamo di
conoscere le matrici di transfer Q; e Q relative al problema singolo. Siano (xg) la soluzione asintotica
ax = —00, p(x1) la soluzione nella zona intermedia tra i due potenziali e p(z2) la soluzione asintotica
a x = +oo. Allora si ha

p(x1) = T(z1)U T (x0)p(w0) (5.3.6)
che rappresentano le soluzioni dei singoli problemi separati. Sostituendo troviamo
@(w2) = T(22) 0 QT (o) p(x0) (5.3.7)

Quindi la matrice di transfer totale & il prodotto delle singole matrici. Se ci mettiamo nell’ipotesi
Ql = QQ = Q, allora
Qror =T Hd)QT (d)Q
Per N barriere identiche si ha
Qror = (T(d))"M(T())™ (5.3.8)

Esempio: potenziale a delta.
Risolviamo il problema di una buca di potenziale a delta con il formalismo matriciale. Sia V(z) = —gd(x),
g = h?B/m. Sappiamo che esiste uno stato legato

Yo(z) = \/ge‘ﬁ”” (5.3.9)
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Calcoliamo la matrice di transfer:

etk? 4 Re~tkT, <0
Y(z) = (5.3.10)
Tetkx x>0
con la condizione 1
5 W(07) =¢(07)) = =g (0) (5.3.11)

Imponendo la continuita di ¢ in 2 = 0 troviamo la condizione 14+ R = T', mentre esplicitando la (5.3.11):

h2 hQ
k(T — 1 =2k(T —1 2k(T —1)— = ——pT .3.12
ik( +R) ik( ) — ik( )Qm mﬁ (5.3.12)
Otteniamo quindi il sistema
— (5.3.13)
2ik(T — 1) = pT T ik
ik+ 0

Notiamo che R, T hanno una singolarita per k = i, che corrisponde al k dello stato legato. In generale,
T ha poli del prim’ordine in k sull’asse immaginario positivo in corrispondenza delle energie degli stati
legati.

Esempio: buca di potenziale.
Trattiamo adesso il problema della buca di potenziale col formalismo matriciale. Consideriamo una buca
di potenziale centrata nell’origine estesa da —a/2 ad a/2 e di profondita Vp < 0. La funzione d’onda sara

Y1(z) = ek + Re=ke 1 < —a/2
Lp(x) = Ae'% 4 Be~¥® a/2 <z < CL/2 (5.3.14)

Po(x) = Te*™ x> a/2

Con le condizioni 22 120
q

E= =E+V 5.3.15

2m 2m G ( )

Imponendo la continuitd della funzione d’onda e della sua derivata in x = +a/2 troviamo quattro

equazioni:

P1(=a/2) = p(-a/2)
¥1(=a/2) = ¢'(-a/2)

P2(a/2) = p(a/2)

¥5(a/2) = ¢'(a/2)
da cui ricaviamo i valori di Re T

(k* — ¢*) sin(aq)

R = efiak : .
2ikq cos(aq) + (k2 + ¢2) sin(aq)

(5.3.16)
2ikq
2ikq cos(aq) + (k% + ¢2) sin(aq)

T = e—iak
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5.4 Relazione di completezza

Vogliamo adesso verificare per le soluzioni che abbiamo trovato nei vari casi la relazione di completezza

/ da ¥l (2) e (x) = 278(k — k) (5.4.1)

Innanzitutto siamo sicuri che ci sia la delta, in quanto gli autostati con k diverso sono ortogonali, possiamo
avere al pilt una cosa del tipo 2r Md(k — k’). Dobbiamo determinare M. Consideriamo un intervallo
finito [—L/2, L/2]. Allora, a meno di costanti,

L2 0 sek'#k
/ etk woike — (5.4.2)
—L/2 x L sek' =k

Mj, & il coefficiente di L nel risultato dell’integrale (5.4.2) nel caso k = k’. Nel caso di un potenziale
qualunque:

QZJR(I) :{ ikx +R€7ikr . Teikz}
7/1}},(96) _ { —ikx R* ikx | T*efikz}

"/}L ({L‘) {Te—zka: : e—zkw _ 71*T‘ezkm}

L’integrale allora viene

L/2 0 ‘ ‘ L/2 ‘ .
( —ikx R* zkw)(ezk:w +R6—zk:z) dx—l—/ T*e—zkwTezkm _

0

W ()yr(z) dz = /
—L/2 L)2
= L+ RS + TS = (1 +BP +ITP) 5 = I

Quindi My, =1, cioe gli stati sono correttamente normalizzati. Si ha inoltre

R*
/dx¢R¢L fR*T - = (T* T ) =0 (5.4.3)
quindi gli autostati sono effettivamente ortogonali. Dobbiamo in piu controllare che g, siano orto-
gonali agli stati legati.

Siano ¢, (x) le soluzioni dello spettro discreto e f,(k, z) quelle dello spettro continuo. Allora la relazione
di completezza che dobbiamo verificare sara

D en@en@)+ > /OOO %fa(k, ) fi(k,2') = 8(z — a') (5.4.4)

Per z, 2’ abbastanza grandi (cioe in zona asintotica), con x,2’ > 0, la parte continua viene

i dk . ’ dk * . . ’ . ’
/ 7‘T|2€zk(w7w ) + / 7zka: o iTezkx ezka: 7 ET*efzkw _
o 2m ., 2 T T

< dk » / * dk : / , /
/ %|T|2€zk(w7x ) +/ o {efzk(wfz ) + |R|2ezkm(m7w )} + pezzi misti =
0 0

dk , , 0 qk
/ (|T\2 \R|2)em($_m ) +/ o etk(z=a’) | pezzi misti =
0 —0o0

™

Ak e
/ 2—elk(m7I ) 4+ pezzi misti = §(x — 2') + pezzi misti
T

— 00

Mentre

00 ) , T* 0 dk 400 dk *

— 00
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Il termine del continuo viene quindi in conclusione:

+oo R*

> dk o , / (ot AE
— _ _ k(x+x 4.
> | Setak i) = e —a') = [ omene (5.4.5)

Per calcolare I'ultimo integrale, integro sul piano complesso da —R a R sull’asse reale e chiudendo il
cammino con una semicirconferenza di raggio R nel semipiano 3z > 0 e uso il lemma di Jordan. Se
T non ha poli nel semipiano Sz > 0, allora il sistema non ha stati legati (i.e. il termine discreto della
relazione di completezza & nullo). Ma allora la funzione integranda risulterebbe analitica su una curva
chiusa e nei punti interni. Quindi per il primo teorema di Cauchy si ha

—+oo *
R , ndk
I — T ’Lk(x+:l? ) — O
/ T+ ¢ 27

— 00

che dimostra la relazione di completezza. Se invece T ha dei poli in $z > 0 (i.e. vi sono stati legati),
allora I # 0, ma il suo contributo viene annullato dal termine discreto della relazione, quindi anche in
questo caso la relazione di completezza ¢ dimostrata.

Studiamo adesso T, R in funzione di & = 2mE/h?> = k?. La funzione k = /€ & a un sol valore su
una superficie di Riemann a due fogli:

Sk >0: 0<argé < 2m = foglio 1 o foglio fisico
Sk <0: 2 < arg€ < 4w == foglio 2

Quindi T'(€), R(E) sono analitiche sul foglio fisico, tranne al piu sul taglio. Siamo certi che T abbia un
taglio, infatti se scriviamo 7' = 1 + i f, dalla relazione di unitarieta

T +|R>=1+i(f— )+ |fP+|R*=1 — 23 f = |R|* + | f|? (5.4.6)

quindi f ha una parte immaginaria sempre diversa da zero. Considero adesso un cammino chiuso 7 che
non attraversi il taglio (pacman). T & analitica su 7 e dentro; allora, per il secondo teorema di Cauchy:

_ [ f(®»
T(E) = 7{ 5 (5.4.7)

Questa puo essere scritta come una relazione di dispersione (777). Nel caso in cui k sia puramente
immaginario, k = ic, con o € R:
ezkx e—o%
efzkx

Per x < 0, la soluzione accettabile & e** quindi

0 a 0 —R*/T*
(1) = ()= ()= ()
poiché a x > 0 la soluzione accettabile & e~ dovra essere 1/T = 0. In effetti, se T ha un polo in

k = ia, allora 1/T ha uno zero in k = ia. In pit

R*(ia)
T* (i)

(1) =20)

che & esattamente il risultato che ci aspettavamo.

=1

quindi

()
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Riprendendo in esame il caso di N buche identiche di potenziale poste a distanza d 1’una dall’altra,
avevamo trovato che la matrice di transfer totale era legata a quella di singolo potenziale dalla relazione

dove
eik‘d 0
U(d) = ( 0 e—ikd) (5.4.8)

¢ una traslazione e ) era data da

_(1)T* —RT*
Q= <_R/T i ) (5.4.9)
Sia M =U(d)Q e M = MY . Si ha che

det[U(d)Q] = detU(d) - det Q2 =1 (5.4.10)

in quanto U & unitaria. Allora M puo essere diagonalizzata, cioe esistera una matrice invertibile S tale
che

SU(d)QS = (Aol A02> —  M=-UdQ=S5 (Aol fz) 51 (5.4.11)

Si ha che gli elementi di M sono lineari in A1, Ag, in particolare, [M]11 = ¢1 A1 + ¢ A2. Inoltre M = MN
¢ diagonalizzabile tramite la stessa matrice S, e i suoi autovalori saranno A\, A}, dunque

STIMS = A0 (5.4.12)
0 A -

Anche in questo caso, gli elementi di matrice saranno lineari negli autovalori, dunque [M];; = c; AV +
caAY (e1, ¢ sono gli stessi coefficienti di prima). Dato che det M = 1, allora dovra essere A\; Ay = 1. Se
[A1] > | 2|, allora mandando N — oo si ottiene

1
M= 7 = aAl + A3 = o9 (5.4.13)
da cui segue T = 0. Se invece |A;| = |A2] = 1 non abbiamo divergenze, e calcoliamo A\, dall’equazione
det [U(d)2—e"¥] =0 (5.4.14)

Se scriviamo T = |T|e®, le soluzioni ¢ della (5.4.14) dovranno soddisfare la relazione

cos(kd + 9)
T

’ = | cos ¢ (5.4.15)

essendo tuttavia |cosy| < 1 e T = T(k), segue che non tutti i valori di k& soddisfano questa relazione.
Quindi, esistendo energie non ammissibili, per continuita esisteranno zone in cui non vi saranno soluzioni,
cioe avremo dei gap di energia.

L’Hamiltoniana di questo sistema sara ,

H=L 1v@) (5.4.16)

2m
con V(z 4+ a) = V(z). Considero una funzione U tale che U(a)y(z) = ¥(x + a) = ¢q(x).
Osservazione. Se A & un operatore hermitiano, allora ¢4 & unitario. Infatti UT = (e4)t = ¢=#4" =
—iA —1
e =U"".

Se U unitario commuta con ’'Hamiltoniana, allora posso diagonalizzare U e H simultaneamente. In
tal caso, U rappresentera una fase:

Ula) =€ =™V n=0,1,....N-1 (5.4.17)
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Posto ¢ = 27n/Na, possiamo scrivere U(a) = €%, Allora v & autostato di U(a) se

U(a)i(z) = e"1y(x)
Ua)y(x) = ¢(x + a)

Presa

V() = (biek:m> (5.4.18)

o ek (z+d) eikd 0 o’ etkT a\ ! yefa
(b/e—ik(z+d)) = ( 0 eikd) (bleikx> =U(d)Q (b) = <b>

cioe dobbiamo risolvere il sistema lineare omogeneo

U(d)Q (Z) = ¢l (Z) (5.4.19)

Questo sistema ammette soluzioni non banali se e solo se

otteniamo

det [U(d)Q — €] =0 (5.4.20)

5.5 Approssimazione dei livelli energetici

Consideriamo una successione di buche molto profonde equidistanti. Ogni singola buca (presa singolar-
mente) avra uno stato legato. Poiché le buche sono identiche, le funzioni d’onda degli stati legati saranno
le stesse, ma shiftate del passo delle buche, cioe la funzione d’onda dello stato legato dell’n-esima buca
sard funzione di z e di n: ¢(z,n). Tuttavia, per effetto tunnel, esiste una probabilita che la particella
descritta passi nelle buche successive o precedenti. Vogliamo quindi realizzare un modello per descrivere
il sistema tramite le p(x,n). L’Hamiltoniana sara pertanto

Hop(z,n) = Eyp(x,n) + chgo(a:, s) (5.5.1)

S

Questa forma & dovuta al fatto che ¢ non & autostato di tutta ’Hamiltoniana (solo della parte discreta).
I termini aggiuntivi cs(x, s) rappresentano le probabilita di passare da una buca all’altra. Poiché le
buche sono molto profonde, i coefficienti ¢s saranno sempre piu piccoli se consideriamo buche sempre piu
lontane; questo ci permette di considerare solo le buche adiacenti e scrivere ’'Hamiltoniana nella seguente
forma

Hop(z,n) = Eyp(x,n) — e[p(x,n+ 1) + o(x,n — 1)) (5.5.2)

In questa forma, la matrice dell’Hamiltoniana conterra Ej sulla diagonale principale e —e sulle diagonali
immediatamente superiore ed inferiore. Per risolvere I'equazione (5.5.2) prendiamo come ansatz

+oo
Z ek (2, n) (5.5.3)

n=—oo

Sostituendo nell’equazione, troviamo

+oo too
Hyy(x Z Eoett oz, n) — 6[ Z eFre oz, 4 1) Z eFnep(z,n — 1)] =

n=—oo n=—oo n=—oo

n=—oo n=—oo n=—oo

+oo too
= F, Z GZk"a(p(:E n) — ¢ le ika Z ezk(n+1)a (.’1? n+1) eika Z ez’k(n—l)a(p(x)n_ 1)1 —

= Egi(z) — ele™* 4 e* )y (x) = Egthp(z) — 2e cos(ka)p(z) =
= [Ey — 2ecos(ka)]y(z) (5.5.4)
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Quindi le ¢y (z) cosl definite sono autofunzioni dell’Hamiltoniana troncata. Dato che 0 < ka < 27, si ha
—1 < cos(ka) < 1, quindi otteniamo uno spettro continuo di valori dell’energia compresi tra Fg — 2¢ e
Ey + 2¢, cioe una banda di valori permessi dell’energia. Adesso sviluppo per ka < 1:

1 2
B(k) = By — ecos(ka) = By — e + eka® = 2an (5.5.5)
da cui (a parte i termini costanti)
ea® 1

5.6 Decadimenti

Se consideriamo N oggetti uguali soggetti a decadimento, possiamo scrivere una legge che lega il numero
di oggetti e la variazione nel tempo del numero:

dN
= AN 6.1
i y (5.6.1)

dove v & la probabilita di decadere per unita di tempo e il suo inverso 1/ rappresenta la vita media.
GIli stati stazionari di un sistema hanno vita media infinita, quindi ¢ possibile realizzare stati a vita
media molto grande se approssimiamo gli stati stazionari. Consideriamo un potenziale costituito da una
buca e da una barriera. Gli stati legati con energia positiva della buca sono autostati del continuo,
ma assomigliano molto a stati del discreto, Se la barriera fosse infinita, avremo degli stati stazionari;
altrimenti dopo un po’ la particella riesce ad oltrepassare la barriera. La probabilita di passare, fissato
k, & come sappiamo |T'|2. Se 7 ¢ il periodo classico del moto, allora

1
v = ;|T\2 (5.6.2)

Questo modello schematizza per esempio i decadimenti o (buca di potenziale di larghezza a ~ 10713 cm
profondita Vy ~ 20 MeV, poi potenziale coulombiano).

5.7 Calcolo approssimativo di 7' per un potenziale piccolo

Fissiamo k in modo tale che E = h%k?/2m > V(z), e calcoliamo in queste condizioni R, T. L’equazione
da risolvere & sempre la solita

R, K2 k>
— W V(@) = Sy (5.7.1)
con le condizioni al contorno
Tetke T — 400
V() = (5.7.2)
eikac _’_Re—ikx) T — —00

Ovviamente se V =0 si avra T'= 1, R = 0. Riscriviamo ’equazione in forma piti comoda:

P+ B = T () (5.7.3)

Vogliamo sviluppare 9 (z) = 1o(x) + 11 (x) +2(x)+- - -, dove nell’n-esimo termine il potenziale compare
con esponente n (i.e. il termine zero non conterra esplicitamente il potenziale). All’ordine zero:

o4 k2hg =0 (5.7.4)

avremo come soluzione quindi la funzione d’onda per la particella libera, cio¢ 1y(x) = e'**. La prima

correzione perturbativa sara data da

2m

U+ kY = ﬁv(xﬁ/’o(ﬂ”)
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Otteniamo quindi I’equazione differenziale non omogenea
2m
—V

= (z)eke (5.7.5)

U4 k% =
che ¢ della forma
'+ K f = p(x) (5.7.6)

con p noto. Risolviamo quest’equazione trovando la funzione di Green dell’equazione, cioe devo trovare
una funzione G(z,y) che risolve

d? 9
<dx2 +k ) G(z,y) =0(z —y) (5.7.7)
Infatti, trovata la G(x,y) che risolve (5.7.7), presa
+oo
f= Gz, y)p(y) dy
—o0

questa risolve I'equazione (5.7.6). Il nostro ansatz per 'equazione (5.7.7) &
G(xz,y) = AetFlz=vl — G(z) = A7l (5.7.8)
Verifico che e soluzione:
G'(x) = ikAsgn(x)e*!!
G (x) = k2 Ae™*®| 4 ik Ae*17126 ()

quindi . . ‘
Q" 4 k2G = —E?Ae™l £ 21k Ad(z)e*1*! 4 k2 Ae*I*| = 2ik AS(x) (5.7.9)
Quindi
1 .
G(x) = %el’“‘wl (5.7.10)

risolve ’equazione (5.7.7). Da questa, ottengo

Y R 2m m [T,
— ik|lz—y| — ik|z—y|
i) = g [ RV = g [ v ay (5.7.11)
Impongo le condizioni asintotiche. Per x — 400, si ha
m [T m [T »
@) [ () ay = (M | vw dy) it (5.7.12)
da cui
m ) 5.7.13
T=14+— 7.
+ - (y) dy ( )
Per x — —oo0 si ha invece
m oo ik(y—m) ik m oo 2ik ik
ik(y—x iky — iky —ikx
P1(z) — e e V(y)e™ dy [ifﬂk /700 eV (y) dy] e (5.7.14)
da cui
m e 2iky

Deve comunque valere la relazione di unimodularita |R|> + |T|> = 1. Dato che la correzione a T &
puramente immaginaria, ho

TP =1+0(V?) ()

+oo
m 2iky
i | v a

+0O(V?)

|RJ?
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Se invece scrivo |T|? = 1 — | R|?, ottengo un’espressione per |T|? corretta al secondo ordine in V', mentre
(%) lo era all’ordine zero.

Un altro modo per risolvere 1’equazione

((f; + k2> G(z) = 6(x) (5.7.16)

¢ quello di passare in trasformata di Fourier
+oo ~ dq
Glz) = / ¢t & (g) 34 (5.7.17)

L’equazione diventa pertanto

e quindi
“+o0 dq 1 )
- _ H_ - gigw
G(z) /_OO o Tk (5.7.19)

Posso risolvere questo integrale nel piano complesso. L’integrando ha due poli del prim’ordine in ¢ = +k.
Per z > 0, prendo come cammino sull’asse reale da —R a R (passando con una piccola semicirconferenza
sopra ¢ = —k e con un’altra sotto ¢ = k e chiudo la semicirconferenza con ¢ = Re®, 0 < 6 < 7 (cioe
nel semipiano J¢ > 0). In questo modo dentro la curva ho solo il polo a ¢ = k, che calcolato mi da
un contributo e***. Per 2 < 0, prendo lo stesso cammino sull’asse reale, ma lo chiudo con ¢ = Re®,
m < 6 < 27 (ciog nel semipiano ¢ < 0), in modo da avere solamente il polo ¢ = —k interno alla curva e
il suo residuo mi da un contributo e~ **. Complessivamente, avrd una soluzione proporzionale a e/,
che & esattamente la forma trovata in precedenza.

Anziché deformare il cammino di integrazione sull’asse reale, possiamo fare la sostituzione

@ — k* = ¢* — (K* +ie) (5.7.20)

quindi i poli adesso stanno a ¢ = £(k + i€). Abbiamo dunque spostato i poli. Alla fine del conto mando
€ — 0 e riottengo la stessa soluzione.
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Capitolo 6

Rappresentazioni

6.1 Assiomi della Meccanica Quantistica

1.

Ogni stato fisico puo essere descritto come un raggio nello spazio di Hilbert a meno di una fase:
) € H.

. Ad ogni osservabile fisica A & associato un operatore autoaggiunto A nello spazio di Hilbert.

Il valor medio di un’osservabile A ¢ dato da (i|AJ¢)). Se A & autoaggiunto, gli autostati sono un
set completo di H. Allora ogni |¢) € H pud essere scritta come

) = an|aa> (6.1.1)

dove |as) sono gli autostati di A. In questa scrittura, |c,|? rappresenta la probabilita di trovare
|an) dalla misura dell’osservabile.

Esiste un operatore autoaggiunto H (Hamiltoniano) che descrive 'evoluzione temporale di uno
stato:

0
HI) = ihs o) (6.1.2)
Alle variabili ¢,p sono associati gli operatori @, P nello spazio di Hilbert, e vale la regola di
commutazione canonica:

[P,Q] = 7; (6.1.3)

La relazione di completezza ¢ data da

E la funzione d’onda 1 (z) di uno stato |¢) & data da ¥ (x) = (x|v).

6.2 Rappresentazione nelle coordinate

Gli autostati dell’operatore @ sono determinati dall’equazione Q|z) = x|z). Dato un generico stato |¢),
la quantita |(z]y)|?dx deve essere la probabilita di trovare lo stato |1) nell’autostato |z). Quindi, per
come avevamo definito la funzione d’onda, ¥ (x) = (z|v).

Nello spazio 2, era Q) = zt)(x). Anche nel caso astratto 'operatore Q rappresenta una moltiplicazione
per x:

(z[QY) = x(x|y) = wip(x) (6.2.1)
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Per I'impulso, in L2, P|¢) = 224 (z). In generale

(o) = / (o) i) dz = / o (@)(x) da (6.2.2)

che identifica nel concreto lo spazio L2.
Per adesso sappiamo che dato @ deve esistere un operatore P tale che [P, Q] = —ih. Quindi

(I[P, Q1Y) = (2IPQIY) — (plQPIs) =
— (Pyla)(zIQIb) — (Qele) (al Plu) =
= [P @via) do ~ [ (@) (Pu)(@) do (6.23)

x

Una realizzazione esplicita (cioe che verifica la relazione (6.2.3) ) in L2 & quella che prende il nome di
rappresentazione nelle coordinate:

Q—=x
hd

P— ——
i dx

(6.2.4)

6.3 Rappresentazione negli impulsi

Gli autostati dell’operatore P sono determinati dall’equazione P|p) = p|p). La funzione d’onda sara data
da

- ?%@‘\m = plalp) = (xlp) = /" (6.3.1)

Pertanto uno stato |¢)) puo essere scritto in due modi:

(x| P|p)

0 = [ la)alo) do = [ o) ple) dp

dove

1) = [ (o) alv) do = [ /() da (632)

T

Concludiamo quindi che la funzione d’onda nelle p ¢ la trasformata di Fourier della funzione d’onda nelle
x.
6.4 Trasformazioni unitarie e operatori di Heisenberg

Una trasformazione unitaria cambia la base su cui si sta lavorando ma lascia invariati i prodotti scalari.
In pratica, U & un operatore unitario se e solo se (Ud|Uw) = (¢|1)), infatti

(Blv) = (Ue|Uy) = (¢|UTUp) =  UU=UU"=1

Dato un operatore autoaggiunto A, possiamo sempre definire un sottogruppo di trasformazioni unitarie
ad un parametro:

U(t) = 4
Ufl(t) _ efitA
Ut(t) = eit4 (6.4.1)

tale che

U)U(s)=U(t+s)
pitAgisA _ i(t+s)A (6.4.2)
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L’operatore A & detto genmeratore infinitesimale della trasformazione. Per ¢ = 0 definisco in astratto e
normalizzando U(0) = 1. Per t — 0, sviluppando in serie (adesso non sappiamo cosa sia A):
U(t) ~ 1 +itA+ O(t?)
Ut(t) ~ 1 —itA" + O(?)
Ul(t) ~ 1 —itA+ O(t?)
Poiché U ¢ unitario, deve essere U~! = Ut da cui si ottiene A = A', cioe A & appunto un operatore

autoaggiunto. In sostanza, abbiamo dimostrato che dato un operatore autoaggiunto A, esso induce un
sottogruppo di trasformazioni unitarie ad un parametro U(t) = exp(itA). Vale anche il seguente

Teorema 6.4.1 (Stone).
Dato un sottogruppo ad un parametro di trasformazioni unitarie U(t) tali che U(¢t)U(s) = U(t + s),
allora esiste un operatore A autoaggiunto, detto generatore infinitesimale, tale che U(t) = exp(itA).

Supponiamo adesso di avere un operatore unitario S tale che
) = [9') = S|¥)
S induce una trasformazione sugli operatori. Sia A un operatore qualunque e |@) = S|), allora
) = SAIY) = SASS|w) = A'[u)
cioe
A— SASTI = A
Nell’equazione di Schrodinger:
., 0
i w(6) = Hl (1) (643)
la cui soluzione, se H non dipende dal tempo, &

[ (t)) = e M (0)) rappresentazione di Schrodinger (6.4.4)

L’evoluzione temporale & una trasformazione unitaria U(t) = exp(—iHt/h), il cui generatore infinitesi-
male ¢ ’'Hamiltoniana.

Ult)~1—im =0 (6.4.5)

Definisco una trasformazione unitaria S(¢) tale che annulli la dipendenza temporale. Scegliamo S(t) =
exp(tHt/h), allora
St)|Ys) = |v¥m) rappresentazione di Heisenberg (6.4.6)

dove |1g) € lo stato in rappresentazione di Schrodingerdefinito da (6.4.4). La particolarita degli sta-
ti in rappresentazione di Heisenberg non evolvono nel tempo, mentre sono le osservabili ad evolvere.
Un’osservabile in rappresentazione di Schrodingerdiventa in rappresentazione di Heisenberg

Ag — A = efth/hASeth/h (647)
Scriviamo come evolve nel tempo Ag:

dAg(t)
dt

=_-HA Ay |—-H | =<-[H,A 6.4.8
R A+ A (<) = 115, A (6.45)
Gli operatori di Heisenberg mantengono le regole di commutazione canoniche:

[pH7QH] = [psaQS] = E (649)

7
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6.4.1 Operatori di Heisenber per la particella libera

Sappiamo come gli operatori di Heisenberg evolvono nel tempo:

. . 2

. 7 v | Py PH
= —|H — — | =& — 2t

qH h[ L qH]) h|:2maQH] -

. i

pH:ﬁ[H,pH}:O

All'istante iniziale gli operatori di Heisenberg e di Schrodinger devono coincidere, quindi gli operatori di
Heisenberg risolvono i problemi di Cauchy:

pr =0 g = 22
m
(6.4.10)
O=p-22
pu0) =p = -5 qu(0)=qg— =z
con soluzione
pu(t) =p
p
t) = —t 6.4.11
an(t) =Lt 44 (6.4.11)
6.4.2 Operatori di Heisenberg per 'oscillatore armonico
L’Hamiltoniana dell’oscillatore armonico ¢ sempre
2
p 1 2 2
H=—+-
om 2
Allora i problemi di Cauchy che determinano gli operatori di Heisenberg sono stavolta
b — — 2 s o— L[F _ bH
PH*ﬁ[H»PH]f—mw qH QH—E[ yqH] = m
(6.4.12)
pu(0) =p qu(0) =¢q
che ammettono come soluzione
pu (t) = pcoswt + mwg sin wt
qu (t) = gcoswt + L Ginwt (6.4.13)
mw

Consideriamo adesso uno stato |¢) che all’istante t = 0 & autostato di un operatore f:
F1(0)) = folt(0))
Cosa possiamo dire su [¢(¢))? Sappiamo che
[0(t)) = e/ (0))

e supponiamo di conoscere
fH(t> _ eth/hfeszt/ﬁ

Allora |¢(t)) & autostato di fr(—t) con autovalore fy. Infatti
fH(_t) _ e—th/hfeth/fL
quindi

Fr(=t)[p(t)) = e pettt/he=iHL/R ) (0)) = e~ N £lip(0)) = foe ™/ |1p(0)) = fol(t))
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Esempio. Prendiamo una particella libera localizzata in zg: Q|zo) = xo|zo). La funzione d’onda &
() = (z|zo) = (2 — o)

Come evolve z( nel tempo? Considero

QH(t):qugt
m

P

—t)=q— L+t

qu(—t) =q -

Trovare gli autostati di gg(—t) in rappresentazione di Schrodingere equivalente a trovare |z(t)) =
exp(—iHt/h)|zo) (come abbiamo appena visto). Dobbiamo quindi risolvere 1’equazione

(”3 - ;?i) G = zG (6.4.14)
cioe oq i ‘
vm im ,
o - mETwE = G=dew (m(l‘ - 950)2) = (x| ) (6.4.15)

La costante di normalizzazione ¢

[ m
A=,/—— 4.1
2mhit (6.4.16)

La funzione G & chiamata propagatore per la particella libera, e rappresenta 'ampiezza di probabilita di
trovare la particella nel punto z (partendo da z() dopo un tempo ¢t. G & anche la funzione di Green del
problema di evoluzione temporale. Se risolvo il problema per la funzione di Green

iﬁ%G(f&y,t) = HG(z,y,1)
(6.4.17)

G({,C,y,O) = 5(‘T - y)

allora sono in grado di risolvere qualunque problema di evoluzione temporale, infatti un qualunque stato
1) si puo scrivere come

Bl t) = / dy G(z, . 1)e(y) b(z,0) = o) (6.4.18)

Poiché solamente G dipende dal tempo, per linearita 1 risolve ’equazione di Schrodinger. Una nota
importante & che ’esponente della funzione di Green

i m(x — x9)?

7 o (6.4.19)
(a parte la costante i/h) ¢ 'azione classica per passare da zy a = nel tempo ¢, infatti
S= E dt = / Lo dt = Ll th)Qt - m(x;tzO)Q (6.4.20)
quindi I’esponente del propagatore & 1’azione classica moltiplicata per una fase.
Osserviamo che la trasformazione
Ult, to) i= e~ H(t=to)/h
[9(t)) = U(t, to)|¢(to))
€ ancora unitaria anche se I’'Hamiltoniana dipende dal tempo, infatti se consideriamo
’LHM = H|p(t)) (6.4.21)

ot

70



deve essere

0
i (PO (2)) = ihl—(p HI%) + (| H9)] = 0 (6:4.22)
in quanto 5
(plH = —ih {p]
quindi
'th(t to) = H
Wor -\
da cui
[0(t)) = Ul(t, to)[v(to)), Ulto, to) =1 (6.4.23)
Scriviamo 'equazione per U:
0 ou !
gy lo0) = (0 ) otaa)) £ HUJu o)
U () = HULW (o)
LoU__
L oU
ih—s - = HU (6.4.24)

6.5 Operatore impulso

Vogliamo adesso definire 'impulso allo stesso modo di H, cioe come generatore infinitesimale delle tra-
slazioni in questo caso spaziali e verificare che esso coincida con quello canonico. Partiamo dall’operatore
posizione @ e dai suoi autostati, definiti da

Qlx) = z|z) (6.5.1)

Definisco 'operatore di traslazione
T(a)|x) := |z + a) (6.5.2)

Verifichiamo che l'operatore ¢ unitario. Considero due autostati di @ (sono un set completo, quindi posso
estendere a tutti i vettori dello spazio):

(Ta(2)|Ta(y)) = (@ +aly+a) =0(y +a—z—a) =iy —z) = (z|y) (6.5.3)

Quindi T ¢ effettivamente unitario e ad un parametro. Per il teorema di Stone, esistera un generatore
infinitesimale di tale sottogruppo, che denotiamo P:

T(a)=e/h a1 - T(a)T(b) = T(a +b) (6.5.4)

Dimostriamo che P ¢ I'impulso canonico P. Assunta la regola di commutazione canonica

h

Q=" (6.5.5)
devo dimostrare che exp(—iPa/h)|z) = |z + a). Considero
e*ipa/thiPa/h (656)

usando l'identita,
[B,A] =l = eBAe™P = A+ (B, A]
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La (6.5.6) diventa
¢iPalhQe=iPa/h _ ) | %[137@ —O+a
Qe—zﬁa/h _ e—iﬁa/hQ + ae—iﬁa/h (6.5.7)
Allora
Qefipa/h|x> _ efiﬁa/th + aefif?a/h|x> _
_ efiﬁ’a/hx‘sw +a67ilf’a/h|x> _

= (z + a)e P/ g) (6.5.8)

Concludiamo che exp(A—iPa/h)|x> & autostato di Q con autovalore & + a, cioé exp(—iPa/h)|z) = |z +a).
Da cio segue che P = P, quindi I'impulso canonico € il generatore infinitesimale delle traslazioni spaziali.
In rappresentazione di Schrédinger, 1(z) = (z|v), T(a) = e=F%/" T(a)|z) = |z+a), T~ (a)|z) = |z—a).
Inoltre

(@T(@)[) = (T (a)zly) = (T~ (a)z|y) = (z — aly) = V(2 — a)

Considero una trasformazione infinitesima

(a1~ S Pl) ~ (z) - = (a]Py) (659
Ma ‘
1— PRy = (e —a) =~ () - aﬁwx) (6.5.10)
(1 -+ = o~ 2 5.
da cui ' 5 B ow(a)
- SlPo) = —agp@) = (alPy)= S0 (6.5.11)
che implica 5
h
P=-a (6.5.12)

6.6 Definizione degli operatori P e () tramite operatori unitari

Consideriamo adesso gli operatori

T(a) — eiPa/h

V(b) = e'@/n (6.6.1)
Sono entrambi operatori unitari che inducono un sottogruppo di trasformazioni ad un parametro. In-

terpretiamo quindi P e (Q come generatori infinitesimi delle traslazioni rispettivamente dello spazio e
dell’impulso. Ricordando la relazione

XY — XY HE[XY] (6.6.2)

possiamo scrivere

. , iPa 1Qb 1iab
T _ iPa/h iQb/h _ wa | Yo 1ab 6.
(a)V(b) =e e exp | — . 577 (6.6.3)
in quanto
iPa iQb ab iab
{h,hyfﬁm@—h (6.6.4)
mentre P Ob  1iab
iPa 1 ia
V(b)T(a) = exp |:h + ? - 2h:| (665)
da cui otteniamo la relazione ‘
T(a)V (b) = V(b)T(a)e'**/" (6.6.6)

nota come regola di commutazione di Weyl.
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Teorema 6.6.1 (von Neumann).

Date due famiglie di operatori unitari ad un parametro, T'(a), V(b) che soddisfano alle regole di com-
mutazione di Weyl su uno spazio di Hilbert separabile H, allora esistono sottospazi chiusi Hj tali
che

1. H= @gzl Hy,
2. T(a) : Hi — Hy e V(b) : Hi, — Hy

3. Per ogni k esiste un operatore unitario Uy, : Hy — L2(R) tale che UyT(a)U, ' agisca come una
traslazione e UkV(b)ka1 agisca come una moltiplicazione per e?*%/%,

Nel caso di una particella che si muove su un cerchio, il teorema di von Neumann non & piu valido.
Interpretiamo il cerchio come un segmento di estremi [O, L] in cui identifichiamo gli estremi (L = 0). Gli
autostati dell’impulso Py = Ay sono dati da

1 i2mnx/hL
=—e
YT
2mn
Ap = — .6.
. (6.6.7)

questi appartengono a LL2([0, L]), quindi possiamo definire senza problemi la trasformazione T'(a). I
problemi nascono per @): non & possibile in questo caso definire V' (b) con continuita. Al pit, possiamo
definire per valori discreti di b, ovvero multipli di 27h/L, la trasformazione

W=V (2?) (6.6.8)

Sia |n) I'n-esimo autostato dell’impulso. Allora valgono le seguenti relazioni:

21h

Pln) = Tn|n>
Win) =|n+1) (6.6.9)
da cui ricaviamo le relazioni
21h
PW|n) = Pln+1) = %(n—k Dn+ 1)
21h 2mh
WPn) = inW|n) = Ln\n +1) (6.6.10)
L L
sottraendo membro a membro
27h
(PW — WP)n) = %\n +1) = Wn) (6.6.11)

Quindi possiamo scrivere la regola di commutazione

2
[P, W] = %FLW (6.6.12)

Allora '
T(a)W = e*™ /L WT(a) (6.6.13)

Nel caso della particella che si muove su un cerchio, sostituiamo ’algebra di Weyl (6.6.6) con la (6.6.13)
e la conseguente regola di commutazione. Verifichiamo adesso che esistono infinite rappresentazioni.
Prendiamo

1 2
Jnl@) = = (lznx + z'9§> (6.6.14)
si ha che f,(z) & ancora autostato di P con autovalore MLH". Dato che le trasformazioni unitarie

lasciano inalterato lo spettro, questi autostati non potranno mai essere unitariamente equivalenti a quelli
originali, quindi concludiamo che T'(a) ha infinite rappresentazioni non unitariamente equivalenti.
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Capitolo 7

Stati misti e matrice di densita

7.1 Prodotti tensoriali

1. Tl valor medio di un operatore A su uno stato |1) & definito da (| A|v)). Questa definizione contiene
anche la probabilita di ottenere un autovalore di A. Se |a) ¢ un autostato di A e considero il suo
proiettore II, = |a)(a| allora

(YIMLa|) = (la)(aly) = [{aly)|? (7.1.1)

2. L’impulso P e definito da
h

(alPv) = -2 (o) (7.12)

Siano V1, V, due spazi vettoriali e siano {e;} e {f;} basi rispettivamente di V; e V5. Si definisce prodotto

tensoriale
T =ViaV, (7.1.3)

Se Vi ={>, aie;}, Vo ={>_, bifi} allora

T: Zcijei ® fj (714)

i,J

Si ha dim 7 = dimV; - dim V5. Ad esempio, si ha che L*(R?) = L?(R) ® L?(R), quindi le funzioni di
due variabili f(z,y) possono essere considerate come funzioni di y a x fisso o viceversa, e sviluppate in

entrambe le basi: N
Flay) = cipiy) =Y sij i (2)0;(y) (7.1.5)

Se ho il prodotto tensoriale |e;) ® |f;) (spesso lo indicheremo semplicemente |e;)|f;)) e un operatore A
che agisce solo su |e1) lasciando invariati gli | f;), posso scrivere

A(le:) @ 1f5)) = Aile:) @ | f5) (7.1.6)

o alternativamente posso scrivere A = A; ® II.

7.2 Matrice di densita

Gli stati sono essenzialmente caratterizzati da alcuni numeri quantici: ) = |E, a). Gli stati ad energia
fissa si distribuiscono secondo la statistica di Boltzmann

o—E/kT

Z

(7.2.1)
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dove Z ¢ il fattore di normalizzazione. Secondo questa statistica, il valor medio di un operatore A & dato

da
Ze

FE,a

—E/kT

(Ea|A|Ea) (7.2.2)

Riprendendo la solita definizione di valor medio di un operatore (1| A1), sappiamo che A;; = (i|Alj) e
trA =73, Ays =) ,(i|]AJ7). Dunque

(WIA[Y) = (@) il A7) GlY) = Glo) (Pl Ay =
= (Hw)ji Aij = tI‘(AHw) (723)
Vogliamo adesso scrivere il valor medio statistico dato da (7.2.2) come traccia di una matrice. Introdu-

ciamo la matrice di densita )
— —E/kT
p= E e |Ea)(Eal (7.2.4)

E.,a

Allora si ha
—E/kT

Ze

E,a

(EalA|Ea) = tr(pA) (7.2.5)

In generale, ogni sistema ¢ accoppiato con esterno, quindi ¥ = ¥(x,y), dove x sono le coordinate del
sistema che sto studiando e y quelle del resto. Se |i) ¢ una base del sistema che sto studiando e |a) &
una base del resto, possiamo scrivere gli stati |¢) come prodotto tensoriale

W) = Ciali)|a) (7.2.6)
Sarebbe ottimale avere qualcosa indipendente dalla base |a). Scriviamo

(Y] Al) = Cja(Bl{|ACia|i)|a) = (7.2.7)

con A che agisce solo su |i). Dunque
= CiaC}, (| Ald) (7.2.8)

Pertanto
pij = CiaCly = (CCT)y; (7.2.9)

¢ la matrice di densita. Il valor medio di A su uno stato globale ¢ dato quindi da
pjidij = tr(pA) (7.2.10)

Gli stati descrivibili tramite la matrice p sono detti stati misti. Se p & un singolo proiettore su uno stato,
ritroviamo il caso precedentemente trattato degli stat: puri, che sono un caso particolare.

Dalla definizione della matrice di densita, ricaviamo immediatamente che p ¢ una matrice hermitia-
na e definita positiva sullo spazio generato da |i). Sia |¢)) uno stato normalizzato. Allora esso si puo
scrivere

) = Ciali)]a) (7.2.11)

dall’ipotesi di normalizzazione segue che

Y [Cial? =) CiaCly =trp=1 (7.2.12)

Poiché la traccia ¢ un invariante per similitudine, concludiamo che la traccia della matrice di densita e
sempre uguale a 1. Si dice che p & un operatore di classe traccia.
Poiché p & hermitiana sullo spazio |i), allora sara diagonalizzabile:

p:Zw5|s><s|, ws >0 Vs

Zws =trp=1 (7.2.13)
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Evidentemente, abbiamo uno stato puro quando un solo ws € uguale a 1 e tutti gli altri sono nulli. In
generale vale la diseguaglianza

trp? = ng < Zws =trp=1 = trp? < trp (7.2.14)

Vale 1'uguaglianza solo per gli stati puri. Concludiamo quindi che uno stato &€ puro se e solo se la
sua matrice di densita € un singolo proiettore.

Esempio. Consideriamo un pione 7% che decade in due fotoni collineari e di verso opposto. Assumiamo
come stato complessivo:

= sl + e, ) = (g) o = () (7.2.15)

dove in parentesi abbiamo due prodotti tensoriali: il primo ket si riferisce al fotone diretto verso sinistra,
il secondo a quello diretto verso destra. Supponiamo di essere in grado di rivelare solo il fotone diretto
a destra. Scriviamo la matrice di densita e il suo quadrato:

-5 )

1/1 0
C’C’T:p=<0 1), trp=1

W)

2

1/1 0
2 2
po = (0 1) , trp # trp (7.2.16)

Quindi il fotone di destra ha 1/2 di probabilita di essere polarizzato lungo x o lungo y. Questo costituisce
un esempio di luce non polarizzata.

Il modo pit generale di scrivere la matrice di densita e

L s L1486 &g
p2(ﬂ+§-0)2(51+i§2 i-gf) (7.2.17)

dove & = (01,02,03) sono le matrici di Pauli e E: (&1,&2,&3) sono detti parametri di Stokes. Si ha
inoltre

1 - - 1 - . 1 -
p? = Z(l +&-0)(1+¢-0) = 1(1 +26-G+(€-5)(E-7) = 1(1 +&2) (7.2.18)
da cui 1
trp® = 5(1 +&?) (7.2.19)
Dato che trp2 < trp segue che max |£“‘2 <1.
7.3 Matrice di densita termica
Consideriamo una particella libera. Possiamo scrivere le relazioni
dp
— o—BH G & § 7.3.1
p=e"", 95 p (7.3.1)
Essendo inoltre
(z|ply) = p(x,y) (in generale, non ¢ nota)
(z[1]y) = é6(x —y)
Possiamo riscrivere la seconda equazione di (7.3.1) come
2 pla,y) = (alHoly) (732
o5" (¥ = ply 3.
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Per la particella libera, H = p?/2m, quindi

0 p? h? 9?
- %P(v’cay) = <$|%P\y> = —%@P(%y) (7.3.3)
Quindi la p termica soddisfa ’equazione
h? 92%p dp
T om o —%7 p(z,y,B=0) =6z —y) (7.3.4)

Se 3 fosse puramente immaginario, la (7.3.4) assumerebbe la forma di un’equazione di Schrodinger. Si
tratta di un’equazione analoga a quella che avevamo scritto per la funzione di Green:

oG _ 1 oG
ot 2m Oz

[ Tim@—y
G=y 2m’hteXp{h 2 ] (7.:36)

quindi ricaviamo p (non normalizzata) con la sostituzione t — —ifiS3:

_[m [ mlz—y)?
p= 520 exp { 2123 ] (7.3.7)
Calcoliamone adesso la traccia:

L
m
= = 7L: 7ﬂF O,
trp /Op(x,x)da: ”27rh2ﬁ e (7.3.8)

dove F' & l'energia libera di Gibbs.

ih (7.3.5)

la cui soluzione era
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Capitolo 8

Momento angolare

8.1 Introduzione

Sappiamo dalla meccanica classica che nel caso di un potenziale centrale, ’Hamiltoniana ha la forma

p2
H=—+V(r 8.1.1
Pv (s.1.1)
In questo caso si conserva il momento angolare totale del sistema.
Nel caso invece di due particelle che interagiscono fra loro, I’'Hamiltoniana &
2 2
pP1 P>
H=_——+4+———+V(r;—r 8.1.2
o+ 22 V(| — ma) (5.1.2)
In questa situazione si conservano I'impulso totale e il momento angolare del centro di massa.
Come traduciamo queste leggi di conservazione nel linguaggio della Meccanica Quantistica? Noi finora
sappiamo che

1. Se A & un’osservabile, allora

dA 094 1
— = — 4+ -[H,A 1.
% =g T Al (8.1.3)
2. Dato l'operatore H (Hamiltoniana) hermitiana, esiste un operatore unitario U (¢,0) := exp(—iHt/h)
tale che 1 1
Ul(t) = -5 HU — Ut = —+H (8.1.4)

3. Loperatore unitario delle traslazioni spaziali & exp(iPa/h), dove P & I'operatore impulso.

Importante ai nostri fini e il seguente

Teorema 8.1.1 (Wigner).
Siano |¢), |¢) due stati e [¢'),|¢’) le loro immagini attraverso una generica trasformazione. Allora si ha

|(1]0)|? = |(1'|¢'}|? solo in due casi:
1. [¢") = Uly), |¢') = U|¢), con U operatore unitario (UU' = 1), tale che

({Uy|Ug) = (¢]$) (8.1.5)

2. U ¢ antiunitario, cioe tale che

(Uy|Ug) = (]9 (8.1.6)

Una conseguenza molto importante di questo teorema & che la trasformazione che lega |¢),|¢) a
[¢"),]¢’) & sicuramente lineare (se U ¢ unitario) oppure antilineare (se U ¢ antilineare).
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8.2 Simmetrie

Definizione 8.2.1.
Sia S(t) una trasformazione unitaria. Si dice che S & una simmetria se commuta con ’'Hamiltoniana,
cioe se

SHU(t,to) = Ut to)S(t), Vi to  Ult,tg) = e HE—t0)/h (8.2.1)
Fissiamo ty = 0:
U~tSU = S(0) (8.2.2)
derivando rispetto al tempo si ottiene:
1 108 “1qr
U SU+U EU—i— USU =0 (8.2.3)

Moltiplico a sinistra per U e a destra per U~! abbiamo

UU—'s + %‘f +SUU =0 (8.2.4)
Ricordando le relazioni
U= —%HU
: i
VU '=1=U0U0'+U0U'=0=UU"'=-UU" (8.2.5)
Si ottiene . . 85 88 s
ﬁHS—ﬁSHJrE:aJrﬁ[ , ]EEZO (8.2.6)

Quindi in generale dS/d¢ = 0. Se S non dipende esplicitamente dal tempo, allora commuta anche con
I’Hamiltoniana (cfr. Teorema di Noether).

Per un sistema di N particelle descritte dalle coordinate q, ..., qn, effettuando una traslazione di tutte
le coordinate otteniamo q; + a,...,qy + a. La trasformazione unitaria che abbiamo applicato &
i
S =exp {h(pl-a+~~~+pN-a)} (8.2.7)

il cui generatore infinitesimale & I'impulso del centro di massa:

N
P = b (8:28)
i=1

Se il sistema ¢ invariante sotto traslazioni dP¢y, /dt = 0. Dato che 0Py, /0t = 0, si ha anche [Pey, H] = 0.
La variabile canonicamente coniugata all’impulso del centro di massa € la coordinata del centro di massa:

miqy + -+ myAN

m = 8.2.9
Q mip+---+mpy ( )
Dal fatto che p, € qq sono canonicamente coniugate, i.e. [pa,i,¢s,;] = —ihdagd;j, segue che

[Pcmy Qcm] = —ih (8210)

cioe P¢py e Qem sono canonicamente coniugate.
In generale, H = H(Pem, Qem, P, 4, @), ma, dato che [H,P¢y,] = 0, si ha 0H/0Qem = 0 e quindi
H = H(Pe, D, 4, ).
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8.3 Trasformazioni di Galileo
Una trasformazione infinitesima di Galileo ¢ della forma

Pp—p+Mv
(8.3.1)
q—q+ Vvt
dove v & la velocita del boost. Sappiamo che A — UAU ™!, con U = exp(iX) ~ 1 +iX, U™! ~ 1 — iz,

allora
UAU ! = A+i[X, Al + O(X?) (8.3.2)

quindi la correzione JA del prim’ordine & [X, Al:

‘p=Mv
(8.3.3)
6q = vt

Devo trovare un operatore autoaggiunto G (il generatore infinitesimale) tale che per ogni i =1,..., N

[ZG, pz} =Mv
(8.34)
[iG,q;] = vt
Si ottiene .
i
h
dove P e Q sono le coordinate del centro di massa. L’invarianza impone che G sia conservato:

dG o0G i
o o TR Cl=

=Pv+ %[H,Ptv—QMV] =

G = - (Ptv — QMv) (8.3.5)

— Pv+ %MV[Q, H] =
H
=Pv - MVZ—P =0 (8.3.6)

poiché l'identita deve essere valida indipendentemente dalla trasformazione, semplificando v otteniamo

o0H

o5 =P (8.3.7)
da cui

P2

8.4 Momento angolare per una particella

In Meccanica Classica, data I’Hamiltoniana

2

il momento angolare era definito come L := r x p. Proviamo a scrivere il momento angolare quantistico
come quello classico. L’Hamiltoniana (8.4.1) puo anche essere scritta come

L2 2
+V(r)= by

2
P

ot 3 + Veg(r) (8.4.2)

2m
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L’equazione di Schrodingere
R,
- — \%4 =F 4.
2mV v+ V(r)y Y (8.4.3)
Passando in coordinate polari (r, 6, ):

T = 7sinf cos ¢
y =rsinfsinp 0<o<nm 0<p<2rm (8.4.4)

z=1rcosf

il Laplaciano si scrive

b0 (0N [ 0 (Y 1 o
V= 2or \\ or +r2 sin 6 00 Sm969 +sin208<p2 (8.4.5)

L’elemento di volume ¢ dV = r?sin #dRdfdy = r2drd(QQ, con d) elemento di angolo solido. Sappiamo
che cambiando le coordinate i prodotti scalari rimangono inalterati:

[ fap2gte. ) = [ a2 1,6.0)900.0,) (8.4.6)
Consideriamo 'integrale
10 dg
2 29 (299 _
/r dr fr2 o (r 87") (8.4.7)
integrando due volte per parti otteniamo
_ Of 209 _/ 2, 10 20f
= /dr il der 5\ g )9 (8.4.8)

Questo dimostra che la parte radiale del Laplaciano e autoaggiunta. Lo stesso vale per la parte angolare.
Quindi in generale il Laplaciano e autoaggiunto, il che giustifica la forma radiale del Laplaciano. In
coordinate sferiche, I’equazione di Schréodinger diventa

(19,0, W11 0 0 1 &
2or or sinf o000 sin? 6 Op?
definiamo £ =r x p (£ = AL). Si verifica che

S
L= <s1n9 96" %%0 T g a2 (8.4.10)

- - ) O+ V() = Ey (8.4.9)

Anche in Meccanica Quantistica ’Hamiltoniana puo essere scritta nella forma

L2

Per L valgono le regole di commutazione

h 0
hLz = (I‘ X p)l = ;qjkxjaixk

cioe

1 0
L, = ;ijmjaixk (8.4.12)
Valgono i seguenti commutatori:
[Li, xj] = i€;jray (8.4.13)
[Li,pj] = t€ijrpr (8.4.14)
[Li, Lj] = i€y Ly (8.4.15)
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Inoltre si ricava

[Li,L?] =0
[Li, ’/‘] = 0
[Li,p*] =0 (8.4.16)

Dato che [L;, H] = 0 per ogni i e [L;,L?] = 0 per ogni 4, allora [L?, H] = 0, dunque posso trovare una
base comune di autostati per L? e H, ma non posso trovare una base comune di autostati per le tre
componenti di L.

Se conoscessimo gli autostati e gli autovalori di L?, i.e. f(6,¢), 3, allora

U(r,0,9) = R(r) f(6, ¢) (8.4.17)
cioe 'Hamiltoniana ¢ separabile. Infatti, sostituendo,
2

2mr?
2

R(r)Bf(0,%) = ER(r)f(0,¢) (8.4.18)

Hyp = f(0,9)(H, + V(r))R(r) + R(r)L*f(0, ) = ER(r)f(0, )

16, 9)(H, + V)RE) + 5

Semplificando otteniamo un problema unidimensionale per R(r):

mp
2mr?

H.R(r) + (V(r) + ) R(r) = ER(r) (8.4.19)

Gli autostati allora saranno della forma |E, 8, L.). Posso scegliere una sola componente di L in quanto

tra di loro non commutano. Scrivo L in coordinate sferiche. Siano Ly = L, + Ly, L_ = L, —iL,:
_19
i 0p
) 0 0
Ly =e¥ (89 + i cot 9&0) (8.4.20)
L_=e (—880 + i cot 051)
Diagonalizzo L,:
10 i
Tapl @ =M = fle) =0 (8.4.21)

La periodicita di 27 impone A € Z, C' = 1/+/27. Quindi gli autostati di L, sono

1
V2T

Queste costituiscono un set completo. Allora gli autostati di L? si possono scrivere come

fm(p) = —=e"¢ (8.4.22)

F0,0) =3 cm(G)% (8.4.23)

Quindi I'equazione agli autovalori per L? diventa (semplificando 1’esponenziale)

0 0 2
<snlloae Sinf5/10) - &f<9>) +5f(0) =0 (8.4.24)
posto & = cos6: .
a% [(1 - 62)(;1} f- %@f +Bf=0 (8.4.25)
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Esplicitando la derivata

2
(1—52)f’/—2€f’+<—1n_1§2)f+6f=0
" 25 / /8 m2 .
f 71_§2f +(1_£2(1_£2)2>f—0 (8.4.26)

Osserviamo che il coefficiente di f’ ha due poli del primo ordine in ¢ = +1, mentre il coefficiente di f
ha due poli di ordine due in £ = +1. L’equazione ¢ di tipo Fucsiana. Mi metto in un intorno di 1, i.e.
¢ = 1 — z, per vedere come si comporta la soluzione. Sostituendo f = (1 — £)®, trovo a = *|m|/2.

La soluzione con esponente negativo la scartiamo in quanto non e regolare. Per £ = —1 trovo gli stessi
esponenti, ma stavolta scarto la soluzione con esponente positivo. Posso scrivere
F(&) =@ =e3)lm2g(e) (8.4.27)

sperando che g sia analitica. Scrivo g come serie:

9(&) = ext” (8.4.28)

k

Sostituendo ottengo la relazione di ricorrenza:

(k + [m])(k + |m| + 1) — 8
(k+1)(k +2)

Chy1 = Cl (8.4.29)

Affinché la serie si tronchi e g sia analitica deve essere § = (k+|m|)(k+|m|+1). Posto £ = k+|m| > |m|,
k>0, £ € N, otteniamo che gli autovalori di L? sono

B=L+1), (eN (8.4.30)

Fissato ¢, abbiamo il vincolo |m| < ¢, cioe —¢ < m < £, ciod m pud assumere solo 2¢ + 1 valori. Cio
implica che nel caso di moto centrale, gli autovalori di H sono 2¢ + 1 volte degeneri.

m era l'intero che corrispondeva agli autovalori di L., quindi concludiamo che il momento angolare &
quantizzato e puo assumere solo 2/ + 1 valori.

8.5 Metodo alternativo

Per qualche strano motivo, chiamamo il momento angolare J. Uso gli operatori Jy,.J_, Js;. L’algebra ¢
la seguente:

[Jy,J-]=2J5
[J3, J4] = J4
[ J_] = —J_ (8.5.1)

Quindi possiamo scrivere

P=J+Ji+J;=

=JiJ_+Ji—J3=

=J_Jy +J5+ Js (8.5.2)
Noto che J? — J2 = J? + J3 > 0, quindi se J? ha autovalore 3, J3 avra autovalori m tali che —y/B <
m < +/B. Fissato 8, sia £ il massimo autovalore di J;. Supponiamo di conoscere un autostato di J3:
J3|m) = m|m).
Allora J4|m) & ancora un autostato di Js con autovalore m+1 (in analogia con l'operatore di creazione).
Infatti dalla seconda delle relazioni (8.5.1):

To i lm) = Jo Js|m) + Jilm) = mJ m) + Ty |m) = (m + 1)1 [m) (8.5.3)

83



Concludiamo che
JE|m) = Cy|m + k) (8.5.4)

e analogamente
JE|m) = Colm — k) (8.5.5)

Chiaramente, non possiamo salire o scendere all’infinito in quanto gli autovalori di J3 sono quantizzati.
Quindi deve esistere un autostato |¢) di J3 tale che J3|€) = £|¢) e J;|¢) = 0. Adesso

J20) = J_Jo|0) + J2|O) + Js|b) = 62]0) + £]6) = £(¢ + 1)[¢) (8.5.6)

Per lo stesso motivo, esistera un autostato |[¢ —n) di J3 tale che J5|¢ —n) = ({—n)|l—n) e J_|[{—n) =0.
Per ogni n intero, |[¢ —n) & ancora autostato di J? con lo stesso autovalore:

J2[0 —n) =L+ 1)|0 —n) (8.5.7)
Questo puo essere scritto anche come
J2 0 —n) = (JyJ_ 4+ J3 = J3)|l —n) = [({ —n)* — (£ —n)]|{ —n) (8.5.8)
eguagliando gli autovalori otteniamo 1’equazione

(l+1)=1[t-n)*— (£ —n) — (= (8.5.9)

n
2
Poiché n ¢ intero, i.e. il numero di volte che scendo con J_, allora ¢ puod essere intero (per m pari) o
semiintero (per n dispari). L’autovalore minimo & quello di |¢ — n), ciog

n n

Quindi ritroviamo che gli autovalori di Js variano da —¢ a ¢, pertanto la dimensione dello spazio di
Hilbert generato dagli autostati di J3 sara 2¢ + 1.

8.6 Matrici del momento angolare

Gli operatori J? e J3 possono essere diagonalizzati simultaneamente: J2 ha autovalori j(j + 1), mentre
gli autovalori m di Js sono tali che —j < m < j, con la condizione 25 € N. Per gli autostati comuni
|7, m) valgono le seguenti relazioni:

J_ljm) = c_|j,m—1)
Jilj,m) = cylj,m+1)
J3|7,m) = mlj,m) (8.6.1)
Prendendo il modulo quadro della prima relazione:
le—* = (G.ml T dyg,m) = (G,m|I% = (I3 = Js)lj,m) =
=j(j+1) = (m* —m) = (j+m)(j +m+1) (86.2)

da cui

e =G+mG+m+1) (8.6.3)

Cosi siamo in grado di scrivere le matrici che rappresentano il momento angolare. Nel caso j = 1,m =
—1,0,1 si ha

0 0 0
J=1v2 0 o0
0 V2 0
0 vV2 0
Je=[0 0 V2
0 0 0
1 0 0
J;=10 0 0 (8.6.4)
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Nel particolare caso j = 1/2, otteniamo

Iy = (8 é) (8.6.5)

da cui

|
J1:J++J _<0 1)

2 2\1 0
Jy—J_  1(0 —i
Jz—%—2<i 0) (8.6.6)

cioe le matrici del momento angolare sono proporzionali alle matrici di Pauli. In questo caso, il momento

angolare si indica con s (spin) e si ha s; = 30;.

8.7 Armoniche sferiche

Riprendendo la rappresentazione di Schrodingerdata dalle espressioni (8.4.20), diagonlizziamo Lg: i suoi
autostati sono proporzionali a €. In generale, gli autostati saranno della forma Y ., (6, ¢):

LsYjm(0,9) = mYjm(0, ) = me'™? f;1n(0) (8.7.1)

quindi Y; (0, p) = e™? f; ., (). Se j & il massimo autovalore e j = m, allora sappiamo che L, f;; =0,
quindi

e'? (889 — cot 9]') fi;(0)=0 (8.7.2)
che ha come soluzione: _
[3,5(0) = c(sin )’ (8.7.3)
da cui - 4
Y;,i(0,¢) = ce”?(sin0)’ (8.7.4)
con c¢ data da
/ Y; ;1% sin 6 dfdep = 1 (8.7.5)

Partendo da Yj ; e applicando L_ trovo tutti gli altri autostati. Le Y} ,, sono dette armoniche sferiche.
Le armoniche sferiche sono un set completo, qualunque funzione di 6 e ¢ puo essere scritta come

f(aa 50) = Z Z ij}/}7m(0, 50) (876)

i om=—j

Perché j non pud essere semiintero? Se j = 1/2, Y} /31,2 = €"¢/2/sin 6, quindi

cos
L_Y; =c 8.7.7
1/2,1/2 m ( )
Se Y1/2,—1/2 = f(0) ¢ lo stato pili basso, allora L_ f(0) = 0, cioe
=i <_§9 + z% cot g) efiw/2f(9) =0 (8.7.8)

Da cui f(f) = vsin 8, che pero & diversa da quella che avevamo precedentemente trovato.
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8.8 Rotazioni
Presa una funzione 1 (x) nello spazio di Hilbert, voglio implementare le rotazioni:
Y(x) = Yr(x)
Ugr :’(/J—)’(ﬂR (881)

Mi aspetto che sia quantomeno una trasformazione unitaria e, per il teorema di Stone, ammettera un
generatore infinitesimale che dovra necessariamente essere il momento angolare.
Consideriamo lo spazio di Hilbert generato dagli autostati dell’impulso |p) e definiamo le rotazioni:

Urlp) := |Rp), (Rp)i = Rijp; (8.8.2)
Verifichiamo che la trasformazione sia unitaria:
(plp) = (2m)*6°(p — p’) (8.8.3)

Mentre, sfruttando anche le proprieta della delta di Dirac:
(Rp|Rp) = (2m)*0*(R(p — ")) =

*(p — p')

= (2n)}———— = (2n)°0°(p — P’ 8.8.4
erp ) — s (o - p) (884
in quanto le rotazioni hanno determinante 1. Si conclude che (p|p’) = (Rp|Rp’), quindi la trasformazione
¢ unitaria.

Per un generico stato 1), Ur|y) = |[¢R).

Vr(w) = (x[¢r) = (z|Url¥) (8.8.5)
ma Uglx) = |Rx), Ug'|x) = |[R™'x) e (R~"x| = (2|Ug, quindi
(xlyr) = (2|Urlp) = (R a|y) (8.8.6)
Pertanto I'operatore Ug & definito sullo spazio L.? come
Uri(x) = Yp-1(x) = Y(R™'x) (8.8.7)

Definizione 8.8.1.
Dato uno spazio vettoriale V', esiste il gruppo delle applicazioni lineari da V' in V, L(V, V). Preso un
qualunque gruppo G, si definisce rappresentazione un omomorfismo

:G— LV,V)
g A, (8.8.8)

che mantenga la struttura del gruppo:
9192 = Ag, Ag,
R (8.8.9)

Nel nostro caso abbiamo una rappresentazione del gruppo delle rotazioni. Infatti se RiRe = R3 e R;
induce la trasformazione unitaria U, , allora

Ur,Ur,¥(x) = U, ¥R, (z) = ¥r, (R 'z) = ¥(Ry 'Ry 'z) = ((R1R2) " 'z) = ¥(R3'z)  (8.8.10)

Verifichiamo che il momento angolare sia il generatore infinitesimale del gruppo delle rotazioni. Considero
una rotazione oraria infinitesima di un vettore v di un angolo @ = fn. Allora v = —6 X v.

Per definizione, 1'operatore unitario Ug(@) si pud scrivere come Ug(8) = e®L ~ 14460 - L per |6] < 1.
Verifichiamo che L ¢ difatti il momento angolare. Se lo stato 1(x) tramite la rotazione va in ¥(R™1x),
con Rx =x — 0 x x e quindi R™'x =x + 0 x x, allora

B(R™'%) = h(x+ 0 x x) ~ (%) + (0 x x) - Vi) = (1 +i6 - L)h(x) (8.8.11)
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da cui 1
i0-Lyp =0 (x x V)i = L= ;(x x V) (8.8.12)

che & esattamente il momento angolare che avevamo definito diviso .

Esempio. In R?, una rotazione di un angolo # intorno all’asse z si scrive come

cosf sinf O

R,=| —sinf cosf 0 (8.8.13)
0 0 1
che pr 6 — 0 diventa
1 6 0
Ro~|-0 1 0| =1+, (8.8.14)
0 0 1
dove
0 1 0
iX,=|(-1 0 0 (8.8.15)
0 0 0

¢ il generatore infinitesimale. Trovando con lo stesso ragionamento ¥, e X, si verifica che le tre
componenti del generatore infinitesimale soddisfano la relazione

[Ei, Ej] = iﬁijkEk (8816)
detta algebra di Lie. .
In generale, data A € SO(n) tale che A = !B, AA! = <= e!Be!B” =1, cioe
(1+tB)1+tB)=1 <= B=_B'

cioe B e antisimmetrica. Le matrici antisimmetriche di ordine n costituiscono uno spazio vettoriale di
dimensione n(n — 1)/2.
I generatori di un qualunque gruppo soddisfano I’algebra di Lie:

[Ta7 Tb] = ieabcTc (8817)

dove i coefficienti fup. sono le costanti di struttura del gruppo e dipendono unicamente dalle proprieta
della moltiplicazione.

Scrivere una rotazione come e*¢>

¢ un’applicazione
exp : Lgoes) — SO(3) (8.8.18)

Questa applicazione ha 'importante proprieta di essere surgettiva, cioe qualunque rotazione puo essere
scritta come combinazione lineare degli esponenziali dei generatori.

8.9 Rappresentazioni irriducibili

Sia V' uno spazio vettoriale, V; C V un sottospazio e sia v; € Vj. Si dice che Vi € un sottospazio
invariante se

U(g)vi € 4 Vg (8.9.1)

con U(g) trasformazione unitaria.
Se V=V, & Vs, con V; invariante, allora U & rappresentato da una matrice a blocchi:

U— (‘3 g) (8.9.2)

Se V; & invariante per una trasformazione unitaria, automaticamente anche Vi & invariante, allora C' &
la matrice nulla, quindi U ¢ rappresentato da

U= <‘g g) (8.9.3)
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Posso adesso cercare di scomporre in blocchi separatamente A e B. Quando cid non & piu possibile,
ottengo cio che si definisce una rappresentazione irriducibile. Un gruppo la cui rappresentazione puo
essere scomposta a blocchi & detto completamente riducibile.

Un importante teorema afferma che i gruppi compatti sono sempre completamente riducibili.

I generatori X1, 39, Y3 sono rappresentazioni dell’algebra di Lie e di conseguenza rappresentazioni del
gruppo. Ci chiediamo adesso se esistono rappresentazioni del gruppo che non sono rappresentazioni
dell’algebra di Lie.

Il gruppo che in un intorno soddisfa l’algebra di Lie (e quindi & come SO(3)), ma & semplicemente
connesso (SO(3) non lo ¢) prende il nome di SU(2), cioe il gruppo delle matrici unitarie 2 x 2. Una

generica A € SU(2) ¢ data da
a b

con il vincolo |a|? + |b|? = det A = 1. Se a = x1 + ixa, b = x3 + ixy4, allora il vincolo del determinante
diventa
ot fadtaidai=1 (8.9.5)

che descrive un’ipersfera (che & appunto semplicemente connessa). Se scriviamo A = e!® ~ 14 ¢B in un
intorno, allora

AAt=1 = (1 +tB)(1+tBY)=1+tB+BH+0(*) =1 (8.9.6)

da cui segue B = —B', cioe B ¢ antihermitiana. Questa condizione puo essere espressa come B = iM,
con M hermitiana.

Se A=eB € SU(2), allora logdet A = trB =0 (det A = 1).

Concludiamo che i generatori del gruppo SU(2) sono le matrici hermitiane a traccia nulla, cioé le matrici
di Pauli. Pertanto

A€ SU(2) — A=¢fo/? (8.9.7)

Posto s; = 0;/2, l'algebra dei generatori & ancora quella di Lie: [s;,s;] = te;xs,. Possiamo quindi
definire ’'omomorfismo

®:SU(2) — SO(3) (8.9.8)

® ha un nucleo non vuoto dovuto al fatto che SO(3) non & semplicemente connesso.
In un certo range di energie, una particella ¢ elementare se le trasformazioni del gruppo di Galileo su di
essa hanno una rappresentazione irriducibile.

8.9.1 Gruppo di Galileo

Il gruppo di Galileo include traslazioni, rotazioni e boost. Il generatore del gruppo di Galileo e

i(Q-Mv—P-vt)

G(v) = exp - (8.9.9)
Proprieta. Le rappresentazioni irriducibili di un gruppo abeliano sono unidimensionali.
In generale, le traslazioni sono un sottogruppo abeliano, quindi
¢®2|p) = fase - |p) (8.9.10)
Tra tutti gli impulsi, prendiamo quello nullo, che ¢ invariante per rotazione:
U(R)|0,m) = Dy (R)[0,m) (8.9.11)

In questo caso Dy (R) = €@, La matrice s (spin) rappresenta il momento angolare nel sistema di

riferimento in cui la particella & ferma. Questa € una rappresentazione riducibile del gruppo di Galileo.
Ricordando come agisce una rotazione su uno stato a impulso non nullo:

U(R)|p, m) = Dpym(R)|Rp,m) (8.9.12)
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Gli stati |p) sono definiti a partire da |0) come
Ip) = ¢/ 0) (8.9.13)
con v=P/M. Allora
U(R)e!Q@Mv=PvO/h|g 1) = UeCM/PUtU|0,m) = UM/ PU D, (R)|0,m) (8.9.14)

Dato che UeAUT = eUA[ﬂ7 si ha (la parte in P sparisce perché v =P /M)

UQ-MvU"=(R'Q) - Mv=Q- (MR 'v) (8.9.15)
da cui _ »
UElG(v)/hUTU|0, m> = GQ.(IMR V)DnL’,m (R)|07 m> = Dm/7m(R)|Rp7 m> (8916)
In conclusione ' . 4
(620‘5)(1[3 Ys(R™'x) = PR (ele.s)aﬁ Y (%) (8.9.17)

Pertanto l'invarianza per rotazioni non implica che siano conservati singolarmente L o s (salvo casi ec-
cezionali), ma che J = L + S & sempre conservato.
N.B. Lo spin s agisce sull’indice intero 3, L agisce sulla variabile x.

Lemma di Schur.
Una rappresentazione ¢ irriducibile se non vi sono sottospazi propri dello spazio vettoriale invarianti.

Dimostrazione. Supponiamo che U sia irriducibile. Se B ¢ tale che
U(g)B = BU(g) Yg (8.9.18)
allora B = All. Poiché siamo sul campo dei complessi, esiste almeno un v e un A tali che Bv = Av. Allora
W = ker(B — ) (8.9.19)
¢ invariante per U. Infatti, se u € W allora
(B=X)U(g)u=U(g)(B—A)u=0 (8.9.20)

quindi U(g)u € W. Poiché la rappresentazione ¢ per ipotesi irriducibile, allora W coincide con tutto lo
spazio e quindi B = Al su tutto lo spazio. O

Esempio: se ’'Hamiltoniana e invariante sotto rotazioni, allora essa sara 2j+1 volte degenere. Infatti
se |[¢) = |j,m), si ha, nello stato piu alto (m = j):

(4,jlHlj. j) = E (8.9.21)

Si verifica che vale anche
(J,j—1UJyHI_|j,j—1)=FE (8.9.22)

Se un gruppo ¢ abeliano, allora Vgi, g2 si ha U(g1)U(g2) = U(g2)U(g1). Quindi, per il lemma di Schur,
U(g) = Agl per ogni g, quindi la rappresentazione irriducibile & effettivamente unidimensionale.

Nel caso delle traslazioni, il gruppo & abeliano. Infatti si vede che per ogni p (le rappresentazioni
irriducibili del gruppo delle traslazioni sono esponenziali):

T,e'PX = P (XFa) — oiPagipx — \piPx (8.9.23)
dove A = ¢'P2 ¢ una fase. Quindi la rappresentazione irriducibile ¢ effettivamente unidimensionale.

Esercizio.
Se j =1/2, 2j + 1 = 2, le matrici delle rotazioni erano della forma e, 1l generatore infinitesimale era
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la matrice di spin s data da s; = 0;/2, denotando con o; le matrici di Pauli. s soddisfa ’algebra di Lie:

[Si, Sj] = 1€ Sk- Si ha quindi

. . 0 = .
€08 = ¢10°9/2 — o5~ + ify - o sin -
2 2
con @ = In. Notiamo che
~ 2 .
(n . O') =MNn;0;n;0; = ninj(éij + Zfijkak) =1

quindi

oo =< 70\"* 1
eiGn-a’/Q — Z <2> ’Lk(fl . U)ky

k=0
Prendiamo in considerazione o3. Nella base

wy = [+ = | 1) = ((1)) spin 1/2

o3 ¢ data da

/10
7= \o -1

(8.9.24)

(8.9.25)

(8.9.26)

(8.9.27)

(8.9.28)

| 1),] 1) sono autovettori di s? con autovalore 3/4. Lungo una generica direzione f giacente nel piano yz,
s -0 avra due autostati w/,,w’ . Verifichiamo che questi due autostati sono i ruotati di w4, w_ intorno

all’asse x.

2

_(cosg isineg) (1>_<cosg)
=\1. . % =\.. %
ising cosg 0 isin 3

Verifichiamo se o - w’, = w’, . Dato che

; 0 0
wjr = ezeaw/2w+ = (cos 3 + t04 sin ) =

n = (0,siné, cos 0)

A . cosf) —isind
o -0 =sinfo, +cosbo, =

isinf  cos@

Allora

cosf) —isinf COS% _ cos@cosg—i—sinesing _
isinf —cos6 ising isin@cosi—icosﬁsing

0
_ [ cos3 —
isin§ +

Consideriamo adesso un sistema a due stati. La piu generica Hamiltoniana ¢ data da

1
Calcoliamo gli autovalori di H. Eseguiamo prima una rotazione R intorno a oj:

UR)HU'(R) = Eo+ (A-R'o) = Ey + (RA - o)

(8.9.29)

(8.9.30)

(8.9.31)

(8.9.32)

(8.9.33)

L’ultima uguaglianza ¢ dovuta all’invarianza del prodotto scalare per rotazioni. Quello che abbiamo fatto
sostanzialmente € ruotare A posizionandolo lungo 3. Quindi (le rotazioni sono trasformazioni unitarie

che lasciano invariati gli autovalori) possiamo scrivere

_ Al 0
H—E0+<O —\A|
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Esercizio. Prendiamo una particella ferma con spin 1/2 avente un momento magnetico p. Vogliamo
scrivere I’Hamiltoniana di interazione con un campo magnetico esterno. Per il teorema di Larmor,
sappiamo che p x s, quindi

1
H:—p~B:—ks-B:—§kU-B (8.9.35)
Si assume come unita di misura del momento magnetico il magnetone di Bohr, definito come
eh
= _ 8.9.36
pp =g ( )

—=u = k=2u (8.9.37)

Consideriamo ’'Hamiltoniana

H=h-s (8.9.38)

con Q (momento magnetico) costante. Vogliamo scrivere 1’equazione di Heisenberg per I'operatore s(t),
con s(0) = a/2 (ci aspettiamo di trovare il moto di precessione). Abbiamo quindi, componente per
componente:

ds; 1 . -
di = %[H’ 8] = iQ sk, 85] = i€k 5 = —€ik5 8 = —(QAs); (8.9.39)
In forma vettoriale q
ch = -QAs (8.9.40)
Scegliamo l'asse 3 (z) lungo Q. Le tre equazioni saranno quindi:
d81
2l _0
dt o
dSQ
22 __Q
dt %2
d
% =0 (8.9.41)

Le cui soluzioni sono 4
s+(t) = "s1(0)

s_(t) = e s _(0) (8.9.42)

s3(t) = s3(0) = % (costante)
Dove s+ = 81 +iso. Si arrivava allo stesso risultato considerando che per un qualunque operatore A:
Ay (t) = e Tt/h ge= it/ (8.9.43)

Allora 4 .
s(t) = e'!¥sg(0)e 1SS (8.9.44)

che rappresenta appunto una rotazione intorno a €2 con angolo 6 = |t€2|, cioé una precessione, esatta-
mente come prima.

Esercizi sulle armoniche sferiche.
Ricordando I'espressione delle armoniche sferiche con m massimo, cioe m = I:

(z +iy)!

Y} = csin 6e'? = ¢ 8.9.45
1

r
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Definiamo 'operatore inversione spaziale I, il cui effetto su x e P & definito da

IxIT = —x == Ix = —xI
IPIt = P == IP = -PI (8.9.46)

Quindi x, P non commutano con I. Il momento angolare pro non cambia, quindi commuta con I:
ILIT=IxAPIT=xAP=L (8.9.47)

Come cambiano le armoniche sferiche sotto rotazione? Se indichiamo con n il versore individuato dagli
angoli 0, ¢, allora Y;,,, (0, ¢) = Y, (01). Sappiamo che valeva

Urip(x) = P(R™ %), Ur = exp(if - L) (8.9.48)

Allora

Dato che

Ylm(ﬁ) = <ﬁ‘l7m>
Yim(R™'0) = (R™'0|l,m) = (a|U(R)[l,m) (8.9.50)

poiché U & una rappresentazione irriducibile (puo mischiare gli m, ma non gli ), si ha allora

=@, m" {1, m'|U(R)|l,m) (8.9.51)
In conclusione si ottiene l
Yim(R™'0) = DY (R)Yi, (0) (8.9.52)

cioe le armoniche ruotate vanno in se stesse.

Ricordando 'espressione del Laplaciano in coordinate polari

2 10,0 L7
V= Sarte = (8.9.53)

si dice che una funzione f ¢ armonica se V2f = 0. Cerchiamo i polinomi armonici omogenei di grado I:

p(x,y,z) = rlf(e, ®) (8.9.54)

perché in coordinate polari i polinomi omogenei di grado [ sono proporzionali a r!. Sostituendo nell’e-
quazione si ottiene

Vi =114+ Dr'72f(0,¢) — L2 fr'=2 =0 (8.9.55)

da cui
Lif=1(1+1)f (8.9.56)

che e I'equazione che caratterizza le armoniche sferiche. Per cui concludiamo che le armoniche sferiche
sono la parte angolare dei polinomi armonici.

8.10 Composizione dei momenti angolari
Dati due spazi vettoriali Vi,V con dimV; = d; e dim V5 = da, con basi |e;), | fo) tali che siano entrambi
rappresentazioni del gruppo delle rotazioni G, vogliamo studiare come si compongono le rappresentazioni.

Un modo & quello di considerare lo spazio V; @ Va, in cui ogni [1)) pud essere scritto in modo unico come
combinazione lineare dei vettori di base di entrambi gli spazi:

C1

W evie = W)=Y al)+Y dalfa) = | 4 (8.10.1)
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e quindi vedere come agiscono le rotazioni su v). Chiaramente, essendo i due spazi invarianti, si avra

DM

Questa e quella che si chiama rappresentazione somma, cioé abbiamo decomposto lo spazio di Hilbert
nella somma diretta di due sottospazi invarianti. Tuttavia, possiamo anche definire il prodotto tensoriale
V1 ® Vi, avente base |e;) ® | fo) = |€i)| fa). Lo spazio Vi ® V3 & definito come

Vi®Vs= {Z A,»j|ei>|fj>} (8.10.3)

e in generale dim(V; ® V3) = dim V3 -dim V5. Se su Vi e Va ho due rappresentazioni irriducibili del gruppo
delle rotazioni:

DS) dy X dy agisce su Vj

Dfﬁz do X do agisce su Vs (8.10.4)
allora si ha ) ) Do
U(R)|e:)|fa) = D le;) D) £5) = DS DEle)| fa) (8.10.5)

quello che abbiamo ottenuto € ancora una rappresentazione, detta rappresentazione prodotto, e si indica
con D @ D@ La rappresentazione prodotto in generale non ¢ irriducibile.
Un vettore [¢) € V4 ® V; si pud scrivere come

Applichiamo una rotazione:
) — [) = Al led)l fa), Al = DD A5 (8.10.7)
Per 6 ~ 0 si ha

DY ~1+i0-J,
D@ ~1+i0-J,

DE) = Gag5 +i0(J2)as (8.10.8)

Quindi

(DW)i; @ (D®)ap = (8ij +i0(J1)i;) (0ap +i0(IT2)ap) =
= 0ij0ap +10(3};00s + 0i;375) =
= 1+29(J1 +J2) (8109)
J1 agisce su uno spazio di dimensione 2j; + 1, mentre J5 su uno spazio di dimensione 2j; + 1. Quindi lo
spazio prodotto tensoriale avra dimensione (251 +1)(2j2+1). Per trovare la rappresentazione irriducibile,
mi basta trovare gli autovalori di J? e J, nello spazio V = V; ® V5. Gli autostati di J; e Jo sono [ji,m1) e

|72, m2). Cominciamo da J, = Jy, + Jo.. I suoi autostati saranno il prodotto tensoriale |j1,m1)|j2, ma).
Infatti

(J1z + J22) g1, ma)l gz, ma) = (ma + ma)|ji, ma)ljz, ma) (8.10.10)

Pertanto gli autovalori di J, saranno m; + ms. Adesso passiamo a J2. Definiamo
J_=Ji_ 4+ Jo_ (8.10.11)
Lo stato con autovalore massimo ¢ quello per cui m; = j; € ma = jo, cioe |j1,71)|j2,72). Da questo,

applicando J_, siamo in grado di costruire tutta la rappresentazione. L’autovalore massimo e chiaramente

93



J1+ Jo-
Se adesso applichiamo J_ otteniamo

J_ (|71, J1)72, 42)) = c1lin, 1 — Vljz, g2) + calgn, ju)lie, g2 — 1) = [, J — 1) (8.10.12)

da cui ricaviamo che la somma J dei momenti angolari Ji, Jo sara tale che |J; — Jo| < J < Jy + Ja.
Esempio 1. Se consideriamo il caso di spin 1/2, avremo quattro stati possibili:

)+ =)
H= 9= (8.10.13)

Effettuiamo una rotazione exp(if - o1/2) exp(i@ - 02/2), e indichiamo con s = s; + s3. Il momento
angolare totale varieta dal massimo % + % = 1 al minimo zero. Il massimo di s si ha quando entrambi
gli elettroni hanno spin +1/2:

[H)+)=ls=1,s5,=1) (8.10.14)

dato questo stato, devono necessariamente esistere altri due stati tali che

[s=1,s, =0), |s1,8, =—1) (8.10.15)
Infatti

s_|s=1,5.=1)=V2|s =15, =0)

s ls=1,5.=0)=V2|s=1,5, = —1) (8.10.16)
D’altronde

(s1- 4 s2-)[H)[+) = [=)[+) + )] (8.10.17)

quest’ultima espressione, per definizione, deve essere necessariamente uguale al secondo membro della
prima espressione di (8.10.16), quindi

1

V2

ls=1,5:=0) = —=(|=)[+) + [+)[-)) (8.10.18)
Inoltre
[s=1,s, = 1) =|-)|-) (8.10.19)

Abbiamo cosi trovato tre dei quattro stati possibili. Quello che manca & l'ortogonale di (8.10.18), ciog

1
|s=0,s,=0) = E(HH_ [+)[—)) (8.10.20)

Esempio 2. Supponiamo L = 1 e consideriamo due elettroni descritti dalle funzioni d’onda

VY1 = R(r1)Y1m (01, 1) o = R(r2) Y1 (02, v2) (8.10.21)

Le funzioni d’onda totali (cioe il prodotto tra quelle dei singoli elettroni), al variare di m possono essere
9. Il momento angolare totale L = £; 4+ €5 puo assumere valori ¢ — o = 0,1,2 = {1 4 {5, cioe in termini
di rappresentazioni

303=50301=9 (8.10.22)

In altri termini, dobbiamo avere cinque combinazioni che si trasformano come L = 2, tre come L = 1
e una come L = 0. Supponiamo che il primo elettrone abbia coordinate X = (1,1, 21) e il secondo
abbiamo coordinate Y = (z2,y2, 22).

L = 0 rappresenta uno scalare. Infatti 'unico scalare ottenibile da due vettori ¢ proprio il prodotto
scalare X - Y = X,Y;.

L = 1 rappresenta un vettore (tre componenti, appunto), quindi sara (XAY), = €;;5X;Y; per k =1,2,3.
L = 2 rappresenta un tensore a due indici (nove componenti, troppe). Ogni tensore a due indici puo
essere scritto come

1 1
Tij = 5(Tij + Tji) + 5(Ti — Tji) (8.10.23)
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dove il primo pezzo rappresenta la parte simmetrica del tensore, la seconda quella antisimmetrica. La
parte antisimmetrica (tre componenti) rappresenta appunto il prodotto vettoriale, che trasforma in-
dipendentemente. La parte simmetrica ha dunque 6 componenti, ancora troppe. Tuttavia, queste
non sono indipendenti, in quanto una di essere deve rappresentare lo scalare (L = 0), che trasforma
indipendentemente. Allora scrivo la parte simmetrica S;; come

1 1
Sij = Sij — gél-jtrS + g(sith‘S (81024)

L’ultimo addendo rappresenta L = 0 (la traccia ¢ il prodotto scalare). Quindi le cinque componenti
rimanenti che rappresentano L = 2 sono date dai tensori simmetrici a traccia nulla.
In generale, si potra scrivere

|7, M) =" C(J, M, j1,m1, ja, ma)|j1,m1)|j2, ma2) (8.10.25)

dove i coefficienti C(J, M, ji, m1, ja, m2) sono chiamati coefficienti di Clebsch-Gordan.
Se lo spazio di Hilbert su cui stiamo lavorando si puo scrivere come prodotto tensoriale di due sottospazi,
H = Hi1 ® Ho e quindi gli stati di H si possono scrivere come ¥ (x;)p(x2), prendiamo come base
|1, m1) |42, m2) dove |j;,m;) sono autostati di J% e J,:

I?|js,ms) = 3i(Gi + 1)|ji, ma)

J2jima) = mglji, ms)
e definiamo le rotazioni:

U(R)|j1,ma)ljz,ma) = B9 |j1,m1)RY2) |ja,mo) (8.10.26)

mima mhma
con U(R) = e®J =14 i@ - J. Possiamo scrivere inoltre
J=j1+j2=1®1+1®j
JZ - jlz + j2z (81027)

e si ha [j; — j2| < J < ji + jo. Posso tuttavia prendere come base dello spazio di Hilbert gli autostati
del momento angolare totale |J, M), M = mj + mg, allora per la completezza del primo set scelto si ha

IJa Maj17j2> = Z |j1am17j27m2><j17m17j2’m2|‘]5 M7j17j2> (81028)

dove (j1,m1, j2, ma|J, M, j1, j2) sono proprio i coefficienti di Clebsch-Gordan.

8.11 Regole di selezione

Vogliamo adesso stabilire dei criteri per capire se un elemento di matrice di un operatore A scalare
(invariante sotto rotazioni) ¢ non nullo:

(8,5",m'|Alex, j,m) (8.11.1)
Posto [¢) = A|a, j,m), applichiamo una rotazione:
U(R)|[) = U(R)AU™(R)U(R)|a, j,m) = ARY) |a, j,m) (8.11.2)

Dato che J? & un operatore hermitiano se j # j’ ’elemento di matrice considerato ¢ non nullo, quindi una
prima condizione ¢ j = j'. Ragionando allo stesso modo per J, otteniamo la seconda regola di selezione
m=m.

Per un vettore il calcolo risulta un po’ pit complicato. Prendiamo ad esempio r = r(z,y, z). Sappiamo
che U(R)rU~*(R) = R;jr;. Invece delle componenti cartesiane, risulta utile scrivere un generico vettore
v usando le componenti v41,vg,v_1 date da

" Vg + 10y
+1= =
V2
Vo = Vg
v =2 (8.11.3)

V2

95



Notiamo che queste dipendenze sono le stesse delle armoniche sferiche = + iy, z, dunque vy, vp,v_1
trasformeranno sotto rotazione come le armoniche sferiche:

U(R)Yi(r)U Y (R) = RY), Vi (6, )

Scrivo adesso gli elementi di matrice del generico operatore vettore v:

(8,3, m/vg|ev, 3, m) qg=+1,0-1 (8.11.4)
Posto |¢) = vg|a, j,m) si ha
U(R)|) = U(R)vogU ™ (R)U(R)|a, j, m) = Ry vg B, v, 5, m’) (8.11.5)

|1} puo dunque avere momento angolare j+1,7,j—1 e m’ = m+¢. Quindi le regole di selezione saranno

J'=i+14,5-1 — Aj=j —j=+1,0-1
m'=m+q (8.11.6)
Esempio 1. Vogliamo calcolare il valor medio di dipolo d = ex sullo stato |3p, m) dell’atomo di idrogeno.

Usiamo le componenti dy:
(nl,m’|dy|3p, m) (8.11.7)

Per quanto detto prima, | puo essere 0,1,2 e m' = m + ¢. Dato che d ¢ dispari e la parita di |3p, m) &
(—=1)! = (=1)7! = —1, cioe dispari, allora lo stato finale deve essere pari, quindi / non puo essere 1.

Dopo gli scalari (j = 0), i vettori (j = 1), ci sono i tensori (j = 2). Per i tensori si sfrutta il seguente

Teorema 8.11.1 (Wigner-Eckart).
Per un tensore di rango k, T*), vale la seguente relazione

(8,5, m|TP|a, j,m) = A-C(j',m'; kq, jm) (8.11.8)

cioe I'elemento di matrice di T®) & proporzionale al coefficiente di Clebsch-Gordan C(j’,m’; kq, jm) (A
¢ una costante).
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Capitolo 9

Atomo di idrogeno

9.1 Soluzione generale

Un atomo di idrogeno ¢ costituito da un protone (massa m,,, carica +e) e un elettrone (massa m., carica
—e). Il potenziale di interazione ¢ Coulombiano, quindi ’'Hamiltoniana dell’atomo di idrogeno sara

2 2 2
g=2>rL P2 C (9.1.1)
2m,  2m.  |rq — 1o

Ci aspettiamo che 1) = ¥(r1,ra), cio¢ abbiamo sei gradi di liberta. Tuttavia, il sistema & invariante sotto
traslazione, quindi si conserva l'impulso totale. Passando nelle coordinate del centro di massa

Mmpr1 + Mela

Xem = , =r; — 9.1.2
o e r=r; —ry ( )
i cui impulsi coniugati sono
h 0 h o
Pcm - = - 5 = == 9.1.3
P1 + P2 i X P i or ( )
I’'Hamiltoniana assume la forma
2 2 2 M = my +me
P
H="m P (9.1.4)
2M 2,u |I‘| mpme
H=—————
Mp + Me

In questa forma, 'Hamiltoniana & separabile, quindi ¥(Xcy,r) = exp(iPem - Xem/R)¥(r, in quanto la
parte dipendente dalla coordinata del centro di massa ¢ ’Hamiltoniana della particella libera. Allora
I’equazione di Schrédinger sara

2

P m
H\Ij = Etot\I’a Etot = 2;\4_ + E (915)

dove E rappresenta l'energia nel sistema del centro di massa e corrisponde agli autovalori dell’Hamilto-
niana

2 2
P e
H.=——-— 9.1.6
2u Ir| (5-1.6)
Dobbiamo quindi risolvere 1’equazione
h2
- @v% +V(r) = Ey (9.1.7)
In coordinate polari si ha
190 ,0 L2
Vi=S—ri—-— (9.1.8)

r _
r29r Or r?
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Allora 'Hamiltoniana H, & ulteriormente separabile in una parte radiale e una angolare, quindi ¥ (r) =
R(r)f(0,¢). Sappiamo gid che la parte angolare sara proporzionale alle armoniche sferiche, quindi
P(r) = R(r)Ym (0, ¢), con L2Y,, = I(I+1)Y},,. Sostituendo troviamo I’equazione per la funzione d’onda

radiale:
2 2
B ;i,u [:2 ;’TQ(;?I“} R(r) + [hl;/li;;l) * V(T):| Rlr) = BR(r) (1)

La condizione di normalizzazione per la v ¢ data da

/d3r o = /ﬂ dr/dQ|R(r)|2\Ylm|2 ~1 (9.1.10)

essendo le armoniche sferiche gia normalizzate, questa si riduce ad imporre

+oo
/ dr r?|R(r)|* = 1 (9.1.11)
0
Se introduciamo la funzione d’onda radiale ridotta u(r) = rR(r), allora ’equazione diventa
h? d%u
TR + Ve (r)u(r) = Eu(r) (9.1.12)
dove R0+ 1)
+1
Ve = —= 1.1
(1) Sr? +V(r) (9.1.13)

¢ il potenziale efficace. Le condizioni al bordo e di normalizzazione invece sono
+oo
u(0) =0, / lu|? dr = 1 (9.1.14)
0

cioe ci siamo ridotti ad un problema standard unidimensionale nell’incognita u(r). L’equazione completa
e

2p dr?

Se cerchiamo una soluzione u = r%, sostituendo troviamo le condizioni « =14+ 1 e o = —[. La seconda
pero non e accettabile come soluzione, in quanto non regolare. Otteniamo dunque che

2 32 2 2
n” du [h Z(Ztl) e]uEu (9.1.15)

2% T

R="2 ot (9.1.16)
T

Passiamo in unita naturali (adimensionali) ponendo

2r h?
= — = 9.]..17
ST T\ 2B (9447

d?u 1A I(l+1) e?
4= =0 A= — 9.1.18
a2 " < it x2 )u ’ 2r9|E)| ( )

Allora

Per z — +00, equazione diventa u” = u/4, che ammette come soluzioni esponenziali reali e**/2. Anche
in questo caso, la soluzione e*/2 va scartata in quanto non regolare. In definitiva, cerchiamo la soluzione

della forma
u(z) = e /2 f(x) (9.1.19)

con f(z) che diverga al pilt come un polinomio, cio¢

fla)y=>" %x (9.1.20)

S

Se la serie non si tronca, f divergera come un esponenziale, causando problemi a infinito. Quindi la serie
deve necessariamente troncarsi. Sostituendo ’espressione di u troviamo ’equazione per f

zf'+ ff2+20—2)+(A-1-1)f=0 (9.1.21)
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e inserendo lo sviluppo di f in serie di potenze, otteniamo la relazione di ricorrenza per i coefficienti a,:

s+l+1-A
s+1)(s+20+1

Qg1 = as (9.1.22)
( )

per troncarsi, dovra essere A = s+ [+ 1. Essendo sia s che [ interi, otteniamo che A deve essere un
intero n maggiore di 1 affinché la serie si tronchi.

L’indice s per cui si tronca la serie ¢ il grado massimo del polinomio. Tale indice viene indicato n,., detto
numero quantico radiale, n,. = 0,1,2,.... Quindi la condizione su A ¢ A =n = n, + 1+ 1. Sostituendo
quanto trovato, otteniamo per ’energia ’espressione

letp 1

ricordando che 'energia degli stati legati € negativa, e introducendo il raggio di Bohr

h
ap=—5 ~05-10"% cm (9.1.24)
ne
abbiamo
Fo_ Lt (9.1.25)
T 2n2d} o

per n = 1, €2/2ap ~ 13.6 eV, e?/ap ~ 27.2 eV. Questa espressione, insieme al raggio di Bohr, co-
stituiscono le unita fondamentali atomiche per ’energia e la lunghezza, cioe tutte le energie e tutte le
lunghezze sono multipli rispettivamente di e?/ap e ap. Quindi 'energia si puo scrivere

1
E=—-—— 9.1.26
2n? ( )
sottointendendo e?/ap. Questo equivale a porre, nell’equazione di Schrodinger, h =y = e = 1.
Gli stati dovrebbero avere una degenerazione 2] 4+ 1, ma dai risultati ottenuti, si ha che i livelli hanno in

realta una degenerazione pari a
n—1

do@+1)=n? (9.1.27)

=0

Per scrivere adesso l’espressione delle autofunzioni, si usano i polinomi di Laguerre nella variabile
adimensionale x = 2r/nap, definiti da

x dk k_—x
Lip(x)=e @(x e (9.1.28)
I polinomi di Laguerre soddisfano 1’equazione
L+ (1 —a)L, + kL =0 (9.1.29)

Accanto ai polinomi di Laguerre, si introducono i polinomi di Laguerre generalizzati:

Dy = Y [ d e
L) (z) = e {e e (x%e™™) (9.1.30)

che verificano o o ,
L9 4 (G+1—2)LY 4 (k= )LV (@) =0 (9.1.31)

questa equazione ¢ identica alla (9.1.21) per f, a patto che j =20+ 1, k = n + . Quindi, a meno di una
costante di normalizzazione, si ha

fla) o LET () (9.1.32)
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Quindi

c
Ri. = ef'r'/aB
1s a3
B
Rys = ¢ er/2a5’< — T)
a?]g 2ap
R2p = ¢ B_T/QaBL
a3 ap
B
c
—r/3 2
Rs3s = =€ v/ B (14 ¢y + cor?)
ap

e via dicendo. In particolare, per | = o =n — 1:

n—1
Rn,n—l = 63 efr/naB <(J,TB> (9133)

B
A energia fissata, le orbite circolari classiche corrispondono a quelle con | massimo.
Riassumendo, nell’atomo di idrogeno i livelli discreti hanno energie della forma

E,=— n=12,... (9.1.34)

—&
2n2"’
con & = me*/h? che rappresenta 'unita di energia atomica e n = n,. +£+ 1, dove n, ¢ il numero di nodi
della funzione d’onda radiale. Pertanto la degenerazione ¢ sempre maggiore di 1. Lo stato fondamentale
(n =1) ha energia
1
- 55 ~ —13.6 eV = —1 Ry (Rydberg) (9.1.35)

I livelli dell’atomo di idrogeno si indicano mettendo prima il numero quantico principale n e poi il
momento angolare ¢: n¢, con la convenzione

{=0—s
{=1—p
{=2—d
{=3—f
{=4—yg (9.1.36)

La degenerazione degli stati & dovuta al fatto che, fissato n, tutti i valori di £ < n — 1 sono possibili, e
ogni ¢ ha degenerazione 2¢ + 1, quindi la degenerazione dell’n-esimo livello &

n—1

> o@e+1)=n? (9.1.37)
=0

Come si e visto prima, l'energia di 1s € —13.6 eV. Si dice anche che [’energia di ionizzazione dello stato
1s € +13.6 eV. L’energia di ionizzazione ¢ l’energia che bisogna fornire affinché un elettrone si liberi dallo
stato legato.

Un’altra osservazione importante ¢ che, dato che V' = V(|x; —x2|), 'Hamiltoniana ¢ invariante per parita
e commuta con essa, quindi & sempre possibile scegliere gli autostati dell’lHamiltoniana in modo tale che
siano autostati anche per la parita.

9.2 Atomi idrogenoidi

Tramite le considerazioni fatte, siamo in grado di risolvere il problema per un potenziale coulombiano
di un nucleo con carica diversa da +e (i.e. +Ze), a patto di considerare un solo elettrone. Il potenziale
sara quindi

Ze?

Vi) == (9.2.1)
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Avremo quindi un raggio effettivo a(Z) = ap/Z e le energie saranno

1
En(Z) = —ﬁgf (9.2.2)

Quindi il taglio dell’esponenziale diminuisce di un fattore 1/Z rispetto all’atomo di idrogeno e le energie
aumentano di un fattore Z2.

9.3 Correzioni relativistiche

Vogliamo adesso valutare le correzioni relativistiche, cio¢ il valore del fattore v?/c?, sperando che non
siano grosse. Per far cio, riprendiamo il teorema del viriale: se il potenziale & omogeneo di grado v, cioe
se

V(Az) = NV (x) (9.3.1)

allora i valori medi dell’energia cinetica e di quella potenziale sono legati dalla relazione

—2(TY+v(V)=0 (9.3.2)
Nel nostro caso, il potenziale & coulombiano, quindi ¥ = —1, da cui segue
(V) = =2(T) (9.3.3)

Inoltre per gli stati legati dell’idrogeno si ha

1
T =F=—-— 3.4
() + (V) » (934
Combinando le due precedenti relazioni, si ottiene
1€ 1 1 met
T — - <— —_ 2 = —— 9.3.5
{T) =353 (GmvT) = 555 (9.3.5)
Mettiamoci nel caso pit disastroso possibile, cioé nello stato fondamentale (n = 1):
4
e
(v?) = = (9.3.6)
da cui )
(v?) _ (¢
— == 9.3.7
c? he ( )
La costante
¢ 9.3.8

prende il nome di costante di struttura fine e vale circa 1/137. Quindi si ha v2/c? ~ 1074, cioe i risultati
che abbiamo ottenuto sono corretti a meno di una parte su 10%, che & un buon risultato.

Se invece il nucleo avesse avuto carica +Ze, la correzione sarebbe stata (Z«a)?, quindi per i nuclei pesanti
le correzioni relativistiche non saranno trascurabili.

Combinando ulteriormente le relazioni (9.3.3) e (9.3.4) ricaviamo anche

)=

il 9.3.9
r n? ap ( )

Se avessero scoperto prima ’atomo di idrogeno, avrebbero preso il raggio di Bohr come unita di
misura delle lunghezze, non il metro conservato al museo.

G.P.
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E interessante valurare anche (1/r%). In unitd atomiche

1 e+1)
Ver = T + 212
Ve 20+ 1
= . .1
o 272 (9:3.10)
Dal teorema di Hellmann-Feynman: se H = H(\) ammette autovalori £ = E()\) allora
OE(N)
A 9.3.11
N e (93.11)
Nel nostro caso gli autovalori dell’Hamiltoniana sono
1 1
o S
2 (ny +0+41)2
0E, 1 1
= = — 9.3.12
o (n.+£+1)3 n3 ( )
e dunque
OF 1 20+1 0H OVesr
_ = — = — Y = (—— ) = . 1
ol nd <2r2> <8€> <6€> (9:3.13)
Quindi ottieniamo
1 2 1
—)=——— .3.14
<r2> 2+1n3 (9:3.14)

Possiamo ricavare anche i valori medi per potenze superiori a 2. Calcoliamo (1/73). Dall’equazione per
la funzione d’onda radiale ridotta:

1
- §u” +Vu=FEu (9.3.15)

Moltiplicando per v’ e integrando da 0 a oc:

1 oo
—5/ "'dr+/ Vuu dr—/ Euu dr
0

10 d(u?)
_ - - = E— 3.1
2/0 L dr—i—/o yde g, / dr (9.3.16)

Il secondo membro ¢ nullo in quanto u?(0) = u?(co) = 0. Deve quindi essere

1 [ du'? du?
= dr — V—dr=20 9.3.17
+ 2/0 ar /0 ar ( )
Integrando il secondo integrale per parti si ottiene:
1 [ du’ o [dV
= dr + Vu? —u?dr =0 9.3.18
2/0 dr TV ’0 +/0 ar ( )

Il secondo addendo, per lo stesso motivo di prima, sara nullo, mentre 'ultimo addendo rappresenta il
valor medio di dV/dr. Quindi abbiamo

1 /
SO (5

dato che u ~ 71 si ha u/(0) = 0 per £ > 0, mentre per £ = 0 si ha

dv

31 =0 (9.3.19)

A — R(r) (9.3.20)

che per r — 0 tende a v’(0) = R(0). In conclusione si ha

R0 = (S

2 dr> £=0

(9.3.21)
(d&y=0 £>0
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Nel caso coulombiano, V = —1/r, 9V/0r = 1/r? per £ = 0, quindi

2 — —
R*(0) = Q(T—2> =3 (9.3.22)
Si ha inoltre 1 1
0)> = R*(0)Yg, = —R*(0) = — 9.3.23
BO)R = BO0)YE = —R*(0) = — (93.23)
Per ¢ #£0
dVeg 1 00+ 1)
— ) =(= - =0 9.3.24
< dr ) <7‘2 r3 ) ( )
L(L+1) 1 2 1
(= il .3.2
< 3 <r2> 20+ 1n3 (9.3.25)
da cui . 9 1
= - 9.3.26
<r3>€(€+1)(2€+1) n3 ( )
Un’altra osservazione interessante e la seguente: riprendendo le soluzione radiali con ¢ = 0
2
Rpo=ce"/"LL (;) (9.3.27)
Si ha che i polinomi di Laguerre sono un set completo ortogonale rispetto alla misura e™:
/ e *Ly(x)Ly(x) dz = kdg p, (9.3.28)
0

I polinomi di Laguerre generalizzati invece non sono completi perché non comprenderebbero gli autostati
dello spettro continuo, in quanto I'indice n compare anche nella variabile.
Esempio. Consideriamo 'oscillatore armonico tridimensionale:

2
H_Li Py pg 1 2,2

= — 3.2
om " 2m Tom T2 (9:3.29)
I’Hamiltoniana e separabile, quindi possiamo scrivere a colpo i livelli energetici:
3
E=F + FEy+ E;5 = ihw + hw(nl “+ ng + 'ng) (9330)
Posto n = n1 + ny + ng, la degenerazione dei livelli e data da
n+2\ (n+2)! (n+2)(n+1)
( 2 ) o2l 2 (9:3:31)
Per n = 0, la degenerazione ¢ 1 e
2
Wooo = e~ /2 (9.3.32)

in quanto deve essere n; = ny = n3 = 0 e i polinomi di Hermite di ordine zero & 1. Gli stati dell’oscillatore
hanno una parita definita:

(—1)mtnatne — (1" (9.3.33)

Quindi se n € pari,compariranno solo gli ¢ pari. Stessa cosa per gli n dispari.
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Capitolo 10

Teoria delle perturbazioni

10.1 Calcolo delle correzioni

Data un’Hamiltoniana Hy che sappiamo trattare (i.e. oscillatore armonico, idrogeno), vogliamo adesso
studiare come cambiano gli autostati e i livelli energetici se perturbiamo il sistema con un termine V', cioe
vogliamo studiare ’'Hamiltoniana H = Hy+V e valutare le correzioni rispetto al sistema non perturbato.
Chiamiamo Fj, i livelli energetici di Hy (noti) e @y i rispettivi autostati. Come sempre ’equazione da
risolvere & quella di Schrédinger, Hiy) = FE1. Se non vi fosse la perturbazione, gli stati 1) dovrebbero
obbedire alla consueta equazione Hyp; = F;p;. Quindi posso sviluppare in serie ¢ e F, gli stati e i livelli
energetici perturbati, ricordando che all’ordine zero essi devono coincidere con quelli perturbati:

¢:¢(0)+¢(1)+¢(2)+.‘.:%+¢(1)+¢(2)+...
E=e® 4040 4. = +0 42 4 ... (10.1.1)

Ci limiteremo a calcolare le correzioni fino al second’ordine. Sostituendo gli sviluppi nell’equazione,
troviamo

(Ho+ V)1 + W + 9@+ ) = (B +eW +e@ 4.0 (10.1.2)

Visto che la normalizzazione ¢ arbitraria, la scelgo in modo tale che ¥(©) = ¢;, senza coefficienti, dove
; € il nostro stato di partenza di cui andiamo a calcolare la correzione. In questo modo, si verifica che
(pilp®)) = 0 per ogni k # 0. Facciamo inoltre I'ipotesi che lo stato di partena ¢ sia non degenere (il
caso degenere verra trattato in seguito). Sviluppando i prodotti e isolando tutti i termini di ordine zero,
uno e due si ottengono le tre equazioni:

Hop; = Fip; all’ordine zero
HopW + Vi = EgpW Wy, al primo ordine
Hoyp® + V) = Egp@ 4 eWyp(D) 4 @), al secondo ordine (10.1.3)

L’equazione all’ordine zero & nota in partenza. Partiamo dal primo ordine. Le incognite sono (), ().
Moltiplichiamo allora scalarmente ’equazione per (i| = (p;]:

(il <H0\1p(1)> + V|¢>) = E;(ilp ™) + e (i]3) (10.1.4)

Dato che (i|Ho|™) = E;(i|1p™V)), poiché abbiamo imposto che |i) sia ortogonale a tutti gli [1)(*)) con
k # 0, otteniamo immediatamente (i|¢)(!)) = 0 e quindi ricaviamo immediatamente:

e = (i|V]i) (10.1.5)

cioe la correzione del valore dell’energia del livello che stiamo considerando e data, al primo ordine, dal
valor medio del termine perturbativo V' sullo stato iniziale (nell’ipotesi che il livello non sia degenere).
Per calcolare [¢)(1)) proiettiamo I’equazione su un qualunque stato |k) = |¢x) con k # i:

(k| (Holv ™) + Vi) ) = Eu(klp) + ) (ki)
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L’ultimo termine & nullo in quanto k # i e gli stati |¢,) sono un set completo ortogonale. Otteniamo
quindi
Ei (kD) + (k|V]i) = Ei(k|™) (10.1.6)

da cui
(E; — Ep)(klp™M) = (k]V]i) = Vi (10.1.7)

Poiché gli autostai |n) sono un set completo, possiamo scrivere 1)) come

M) = [i) + > exlk) (10.1.8)
k#i
Percio
= (klpM) = Vii (10.1.9)
E - E;

In conclusione si ha per la correzione al primo ordine degli autostati:

W)y =>" &u@ (10.1.10)
iz i Bk

Passiamo adesso al secondo ordine proiettando la terza delle equazioni (10.1.3) su |é):
(il Hol®) + (il V1w ™) = By(ilp®) + W (ilp™) + @ (ils)
Nelle ipotesi di prima si ha (i| Ho|y)?) = E;(i|y?) = 0 e eM (i) = 0. Quindi si trova

e® = ({|V|pD) (10.1.11)
Sostituendo a [1)(1)) I'espressione (10.1.10):
. Vi Vii . ViiVi |Viil?
@) — Vb =S" Ry = S Rk N kil 10.1.12
=2 WV T =2 g VI =) 5T =0 5 g, (10-1.12)
k#i k#i k#i k#1
L’ultimo passaggio essendo valido in quanto V;, = V). Notiamo che se per |¢) prendiamo lo stato

fondamentale, allora E; — E}, < 0 per ogni k, dunque al secondo ordine 'energia dello stato fondamentale
decresce.

Adesso trattiamo il caso in cui il livello |i) sia degenere (tratteremo solo le correzioni all’ordine zero).
Si pone il problema della scelta dello |[¢(?) da cui partire. Se il livello ha degenerazione p, possiamo
scrivere

@) = Z Cal) (10.1.13)
dove i |a) sono gli autostati relativi all’energia iniziale F;. Allora ’equazione al primo ordine sara

Holp ™M)+ " eaVla) = Ei[p®M) + MY "cqa) (10.1.14)

Proiettiamo questa su uno stato |3):
(BIHo [ D) + > cal(BIV]a) = Ei(Blp™M) + M3 ca(Blay = eWeg (10.1.15)

Quindi otteniamo ’equazione
> Viaca =eWeg (10.1.16)
«

cioe cg e autovettore di V' con autovalore e In conclusione, per trovare le correzioni all’ordine zero
nel caso di stato degenere, e sufficiente diagonalizzare la matrice V.
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Un calcolo alternativo valido sia nel caso non degenere che in quello degenere ¢ il seguente: suppo-
niamo che la nostra Hamiltoniana sia H = Hy + AV e sia V una varieta dello spazio di Hilbert con
degenerazione g. Prediamo ¢ € V, 1), € V' e poniamo 1) = ¢ + 1, . L’equazione che vogliamo risolvere
¢ al solito Hy = FE1, e trovare le correzioni ai livelli energentici ¥ = FEy 4+ 0FE. Sostituendo troviamo
quindi

Ho( +v1) + AV(p+11) = Eo(¢+ 1) +6E(@+ 1)
Hopy + AV + AV, = Egp) + 6E¢ 4+ 6B,

In quanto per ipotesi Hy¢ = Eyé. Siano adesso |p,) = |a) una base di V e |¢r) = |k) una base di V*.
Proiettiamo 'equazione su V', ottenendo:

Ey(kly1) + ME|V|g) = Eo(klL) (10.1.17)
cio "
ZAE |V|gk (10.1.18)
Adesso proiettiamo su V:
ABIVIg) + MBIV[Yp1) = 6Ecg (10.1.19)

da cui sostituendo 1’espressione di |¢; ) appena ottenuta:

VsaVi
o 2 VBaVka ka
§Ecs = Ea MWisaCa + A % B o Ek E HE (10.1.20)
dove Vo v
HYY = AV + 22 P2 ke 10.1.21
o Eo — Ex ( )

€ una matrice g x g chiamata Hamiltoniana effettiva. Otteniamo quindi per JE e cg 'equazione agli

autovalori:
LRSS

[e3

o = 6Ecs (10.1.22)

& 0 k

Il caso particolare non degenere si ottiene ponendo g = 1. Per evitare conti allucinanti, ¢ utile scegliere
in partenza una base per cui H° sia gia diagonale.

10.2 Atomo di idrogeno

I’Hamiltoniana di un generico atomo di valenza Z con un solo elettrone ¢ data da

2 2
P Ze
Hy=——-—— 10.2.1
"7 om r ( )
i cui livelli energetici sono
Z? e h?
E,=— =—-— 10.2.2
2n? a(2) 9B = e (10.2.2)

E possibile perturbare questo sistema in due modi: o inserendo un campo elettrico (effetto Stark-Lo
Surdo E[), o inserendo un campo magnetico (effetto Zeeman).

! «Nell’ordine, un nazista e un fascista.> [cit. G.P.]
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10.2.1 Effetto Zeeman

Inserendo un campo magnetico B esterno, I’'Hamiltoniana perturbata €, in termini del potenziale vettore

A
1

e \2
- (p- 7A) Vir 10.2.3
—(P—SA) +V() (10.2.3)
Ci mettiamo nell’approssimazione che i campi esterni siano classici. Scegliamo A in modo tale che

soddisfi la gauge di Coulomb V - A =0, ad esempio

1
A= BAr (10.2.4)

Se V - A =0, allora si verifica anche che p- A = A - p, quindi esplicitando ’Hamiltoniana si ha

1

=5 p> —f(p A+A- p)+ A2 +V(r) (10.2.5)

da cui (scartando i termini in 1/¢? in quanto siamo interessati al primo ordine in 1/¢) otteniamo

2

=Y LAtV =Hy- Sp-A (10.2.6)
2m  mc mc
Il termine perturbativo e
A= LlBAr)p=—B.wrp=-TB.L (10.2.7)
mcp  me?2 p= 2mec P 2mec o

che & denominato accoppiamento di momento magnetico. Per un elettrone ’'Hamiltoniana di interazione
e

e[
2mec

dove pp = |e|h/(2mec) ¢ il magnetone di Bohr.

Se prendiamo adesso B = Bz, allora Hy = ugBL,, e pertanto la correzione al prim’ordine dello stato
fondamentale dell’atomo di idrogeno &

(1s|upBL.|1s) = 0 (10.2.9)

Al secondo ordine invece 'energia & variata da fiwg a

MBB ,U/BB
hw = Fap + 0 — B = hwo + 0 (10.2.10)
—upB —upB

Quindi la variazione in frequenza é data da

upB _ le|B

10.2.11
h  2me ( )

Aw=w—wyg = ——

che & la nota frequenza di ciclotrone (o di Larmor).
Il problema adesso ¢ che sperimentalmente non torna niente; infatti non abbiamo considerato lo spin:
anch’esso avra un accoppiamento del tipo —u - B, dove p € il momento magnetico intrinseco dato da

e[
= s

10.2.12
2me ( )
Allora ’'Hamiltoniana di interazione sara della forma
h h
Hy = 2|L‘B L+ 92‘6| B s (10.2.13)
me

dove g e detto fattore giromagnetico e per I'elettrone si € misurato sperimentalmente che g ~ 2.
Il valore tipico del magnetone di Bohr & pp ~ 5.8 x 107° eV/T. Sappiamo che le correzioni relativistiche
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erano, per Z non troppo grandi, dell’ordine di v?/c?> ~ a? ~ 10~%. Visto che le energie in gioco con il
campo magnetico sono tipicamente dell’ordine di 10~ (nell'ipotetico caso di avere |B| = 1 T), dobbiamo
innanzitutto cercare di tenere sotto controllo le correzioni relativistiche prima di applicare la teoria delle
perturbazioni.

La correzione relativistica all’energia cinetica &

2 4
p- 1 p
T — = 10.2.14
2m 8 m3c? ( )
quindi ’'Hamiltoniana corretta sara per adesso
1 p* Ze*h? .
H=Hy— -—— + ———==5° 10.2.15
07 8m3c2 " 2rm2c2 (r)+ ( )
dove -
Ze“h
5 10.2.1
5220 (T) (10.2.16)

¢ la correzione di Darwin (non si sa bene da dove salta fuori). Sia questa correzione che quella in p*
commutano con tutti i numeri quantici, quindi avranno unicamente ’effetto di spostare un po’ i livelli
energetici e quindi sono poco interessanti.

Dobbiamo adesso vedere se lo spin si accoppia, dando luogo a un termine aggiuntivo di interazione.
Sappiamo che 'accoppiamento con un campo magnetico & —u - B, ma il campo magnetico nel sistema
che stiamo trattando sembra non esserci. Tuttavia, nel sistema di riferimento a riposo dell’elettrone e
presente un campo magnetico dato dalle trasformazioni di Lorentz:

B =E x % (10.2.17)

Quindi possiamo scrivere il termine di accoppiamento di spin:

h
Hi=g-"s. (E X X) (10.2.18)
2mec c
Il campo elettrico dell’atomo ¢ dato da
Ze
E="gr (10.2.19)
quindi sostituendo:
Ze’h 1 (r % v) Ze’h 1 (r x p)
=g——=—=s-(rxv)=g——=—=s-(r =
T= 992 3 Iomze 3 p
Ze’h? 1
Quindi possiamo scrivere I’Hamiltoniana con perturbazione:
1 p* Ze*h? Ze*h? 1

H = H,

5(r) + ¢ (10.2.21)

—_— — — —— giis .
8m3c?2  2mm?2¢? 2m?2c2 r3

Tuttavia, se applichiamo la teoria delle perturbazioni all’Hamiltoniana (10.2.21) otteniamo un risultato
che e 2 volte quello che si ottiene sperimentalmente. Il problema sembra essersi originato dall’aver inse-
rito il fattore giromagnetico g = 2 nel termine di accoppiamento, ma se g non vi fosse, non vi sarebbe
accordo tra i risultati teorici e quelli sperimentali dell’effetto Zeeman. Ovviamente, ¢’ qualcosa che non
abbiamo considerato.

Una generica trasformazione di Lorentz si puo scrivere (analogamente a quanto avevamo fatto con le

rotazioni) come €97tk dove o & la rapidita, definita da tanha = v/c e k & il generatore infinitesimale
dei boost, che soddisfa la seguente algebra

iy ks = —ieijndi (10.2.22)
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Consideriamo i due boost A(v +6v) e A~1(v) e verifichiamo se la loro composizione sia ancora un boost
o vi sia anche un termine di rotazione. Posto o' = & + dax si ha

eia'-ke—ia-k _ ei§a~k+%[a-k’7a-k] (10223)

osserviamo che

%[a K,k = —%(a' xa) J= _%(m xa)-J+ %(a x dar) - J (10.2.24)

Quindi la composizione di due boost di Lorentz in generale € un boost unito ad una rotazione. Si ha in
particolare

50:ivx6v:>w;p:

202 @V X a (10225)
dove a ¢ laccelerazione, a = —eE/m. L’Hamiltoniana di interazione sara quindi H;y = —hwry -s. Inoltre
notiamo che ) -

h eE eh Ze e“h*Z 1
hwr=——vvx|-—]|=———+— X -
T ome2 ( m> 2mc? r3 (v xr) 2m2c? r3
cioe 9o
Ze‘h 1
In conclusione, I’Hamiltoniana completa con le perturbazioni e
1 p)t Ze*h? Ze*h? 1
H=Hy— -—F%—+ ——F— —1)—=—=¢- 10.2.27
07 8m3c2 " 2rm2e2 () +(g )2m2c2 r3 ( )
dove 'ultimo termine viene chiamato accoppiamento £ — s.
Per il livello 1s si ha
+
Y = Ri5(1)Y0,0(0,¢) {:_;
Per semplificare i conti, notiamo che
2 A 2
L J— En + 76
2m T
allora )
1 p* 1 Ze?

e si possono eseguire agilmente i conti.

Per il 2p, notiamo che il termine di accoppiamento ¢ — s commuta con €2, s2 e con tutte le componenti di
j. Quindi conviene usare come base gli autostati di j e j,, in modo che la matrice della perturbazione
si spezzi in un blocco 4 x 4 con j = 3/2 e un blocco 2 x 2 con j = 1/2. Poiché Hy commuta con tutte le
componenti di j dal teorema di Wigner-Eckart segue che entrambi i blocchi sono multipli dell’identita,
quindi

3/2 0 0 0 0 0
0 32 0 0 0 0
1o o0 32 0 0 o0
H=|0o o 0 32 0 o0 (10.2.29)
0o 0 0 0 1/2 0
0 0 0 0 0 1/2

Quindi il livello 2p si splitta in due livelli (struttura fine): 2ps /2, 2p1/2- Per calcolare £ - s notiamo che
(£ +s)? = j2, quindi
B j2 . £2 — g2

£-s 5

(10.2.30)
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Poiché £ e s sono fissati, I'unico fattore che discrimina i due livelli & 'autovalore di j2, cioe j(j + 1).

Tornando all’effetto Zeeman, in presenza di un campo magnetico B = Bz si ha

eh
H L+2s)-B=—(/ 2s,)B 10.2.31
r= 2mc( +2s)- 2mc( 2+ 25:) ( )
Applico la teoria delle perturbazioni ai livelli della struttura fine: 2p; /o, 2ps/2,251/2. I numeri quantici
sono |n,¥,s,j,j.). Per il teorema di Wigner-Eckart, sappiamo che all’interno di una rappresentazione

irriducibile i vettori sono proporzionali a j, quindi
s=cj=s-j=cj zc-—; (10.2.32)

J

dato che ) ) )
' ny,
jos= J% (10.2.33)

Si ha (ricordando che I, +2s, =1, + s, + s, = j. + 8.)

_eh . 7 ‘ JG+1) +s(s+1)—L(L+1)
Hy = 35— (j: +5:)B = upBj- (1 + G 1) (10.2.34)
dove G +1 1) — £t +1
g =14 U Fslst D e+ 1) (10.2.35)

2j(j+1)
e il fattore giromagnetico di Landé.
Adesso il termine perturbativo H; ¢ diagonale, e dunque i livelli energetici perturbati saranno

E = Ey + pupBg;j. (10.2.36)

10.3 Perturbazioni dipendenti dal tempo

Supponiamo adesso di perturbare il sistema descritto inizialmente dall’Hamiltoniana Hy con un termine
V (t) dipendente dal tempo, assumendo che all’istante iniziale ¢t = ¢ lo stato iniziale |¢)(¢p)) = |0) verifichi
l'equazione Hy|0) = Ep|0). L’insieme {|k)} degli autostati di Hy & completo, quindi al generico istante ¢
la funzione d’onda puo essere scritta come

(1) = ex(t)[k) (10.3.1)

k

La probabilita che, partendo da |0), si abbia all’istante ¢ un altro autostato |f) di Ho & [(f|¢(¢))|* = Pr(t).
I coefficienti ¢, possono essere fattorizzati come

e (t) = e Brt/hg, (1) (10.3.2)

dove il termine esponenziale ¢ presente indipendentemente dalla perturbazione, in quanto descrive
I’evoluzione temporale normale. Quindi

1) = e Bty (t)|k) (10.3.3)
k

che sostituita nell’equazione di Schrodinger 7oy = (Hp + V) restituisce

> (ihas(t) + Bsas(t)e sy = > " ag(t) Ese P s) 4> " a(t)e MV s) (10.3.4)

S

Eliminando i termini uguali e proiettando su |k) generico autostato di Hy otteniamo

zhak zEkt/h Za —iEst/h<k|V|S>
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cioe
ihag (t ZVk e Br=Bo)t/hg () (10.3.5)

Supponiamo di conoscere ay(0) e poniamo

1 sek=0
a(0) = (10.3.6)
0 sek #0

En—EJ)t/h

Adesso trasformiamo il problema differenziale in uno integrale: posto Vs (t) = Vis(t)ell , vale

la relazione (per un generico valore ay(0) = by)

=bp— - Z/ Vs (t)as dt (10.3.7)

Possiamo risolvere questo problema ricorsivamente: se a,(Cn) (t) & lapprossimazione all’ordine n della

soluzione, allora

al" (1) = by —72 Vks al™ (t) dt (10.3.8)

S

I . . . d o) by.:
n prima approssimazione, essendo a;,’ = by:

. t
t) = by, — %Z/t Vis bs dt (10.3.9)
s 0

Siamo interessati ai k # 0, quindi (ricordando che by = 1 per s =0 e by = 0 per s # 0):
i [t~
P = _,/ Voo (#) dt’ (10.3.10)
h /i,

Possiamo supporre che V' sia costante (G ovviamente non lo ¢ perché contiene la fase), cioe 17;63:
Viese! (B =Et/h - Otteniamo pertanto, ponendo to = 0:

: et (Bx—Eo)t/h _ 1

ap(t) = —%Vko /Ot ! Br=Bo)t'/h gy — _ﬁVkom (10.3.11)
Quindi la probabilita di cambiare stato &
lag(t)]* = ?12|Vk0|2428in2 ES = 4‘Vk0|2212n22(wmt/2) (10.3.12)
“iko “Wiko
dove wio = (Ex — Eo)/h. Se |Vio|? > h2w3,, cioe
<Ci metto una bestia di campo magnetico.>
G.P.

riesco comunque a risolvere senza problemi. I problemi invece saltano fuori come i funghi quando |k)
non appartiene allo spettro discreto.
La funzione |ay(t)|? ha una larghezza tipica 6l = 27 /wyo e, per t — oo (ciod dopo la fase transiente):

.2

t

ligg S0 (xt)
t—00 x

= mtd(x) (10.3.13)
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Quindi

1 5 Ey—Eo\
1
= ﬁWko\?mQha(Ek — Ey) =
27 9
= ?|Vk0| 0(Ey — Ep) - t (10.3.14)
da questa espressione si ottiene la regola d’oro di Fermsi:
dP 27
di = = |Vio *6(Ey — Eo) (10.3.15)

Moltiplicando questa espressione per p(E)dE (dove p(E) & la densita degli stati) otteniamo la probabilita
differenziale per unita di tempo (adesso stiamo trattando E come una variabile continua):

2
dy = |V 3(E — Eo)p(E)AE (10.3.16)
Integrando su F otteniamo
2m
v = 5 [Voo*p(E0) (10.3.17)

che rappresenta la probabilita totale per unita di tempo di decadere dallo stato |0). La probabilita per
unita di tempo di decadere nello stato |s) ¢ invece data da

27

V= |(s|V|0)|26(Es — Eo) (10.3.18)

Ci aspettiamo che v = ) _ 7, dobbiamo quindi verificare che la definizione epistemica della probabilita
concordi con quella quantistica (ossia, il modulo quadro della funzione d’onda).

10.4 Rappresentazione di interazione

In generale, possiamo scrivere

[$(8) =D ar(t)e™ PN k) = e ot Mo (t)) (10.4.1)
k

passando cosi dalla rappresentazione di Schrodinger a quella di interazione. La funzione
lo(t)) = et/ Mp(t)) (10.4.2)
¢ incognita. Un generico operatore A si scrivera, in rappresentazione di interazione
A= eiHot/h go—iHot/h (10.4.3)
Allora
) i
ihgle(t) = —Holp(t)) + ¢!/ (Ho + V)l(t)) =

= —Holoo(t)) + e/ (Hy + V)e ot o(t)) =
= —Holo(t)) + Holp(t)) + e/ MV e ot M p(1))

=V |p(t)) V= ettlot/hy e —itot/h (10.4.4)
Quindi, per quanto visto:
i [t~ i [t~
lp(t)) = le(to)) — ﬁ/ V [p(t))dt = 10) — ﬁ/ V (t)le(t)) dt (10.4.5)
to to



La cui soluzione (al secondo ordine) &

w@%%@—;Awﬂhmwm+<;y43hﬁugAhG@mm@TP“

Introducendo il prodotto T-ordinato:

A(tl)A(tQ) t1 > to
T (A(t1)A(tz)) =
A(tQ)A(tl) t1 < to

Si ha formalmente la serie di Dyson:

oty = [ow (=1 [ 7 (e )] 0

(10.4.6)

(10.4.7)

(10.4.8)

«La serie di Dyson € un tentativo di tradurre nel linguaggio degli umani i diagrammi di Feynman.>

G.P.
10.5 Adiabatic switching
Supponiamo adesso che la perturbazione sia V' — Ve, n > 0, cosi che V. — 0 per t — ty = —oco. Al
primo ordine si ha
. t - iwgot+nt
) ; / ’ 1 'R0
k =ap=—— Vige! Bem Bt /hbnt’ qpr — _—— 10.5.1
(He0) == —5 [ Viae Ve (10.5.1)
da cui Vi 2 ot
%0 e’
Derivando rispetto al tempo si ottiene
. Viol? 2ne?T
P | h2| = (10.5.3)
kO
Ricordando il limite notevole y
si ha, per n — O:
7171n%) B, = —|Vk0\ d(Ex — Ep) (10.5.5)
Proiettiamo adesso sullo stato iniziale I’equazione (10.4.4):
o ~
iz {00(8)) = O V [io(9)) = (0] V [0) (0lp(t)) + Y (0] V [s)slelt)) (10.5.6)
s7#£0
dividiamo per (0|¢(t)) otteniamo correttamente a meno di termini cubici:
9 ~ ~
ih ({0]p(6))) = (0] v |0) + D01V [s)(sle(t)) =
s7#0
~ ; iW(Eo—Es)t/h+nt
, 1) e
= (0] V [0) + ) e'FomBElt/hy (—) Vo =
oo ; “\h) B B+
IVos
=Voo +5 Z R =
5;&0 0 -+ n
\Vos
= — s 10.5.
Voo-i-z (Bo—B,) + iz (10.5.7)
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dove € = hn. Per € — 0 si ha, nel senso delle distribuzioni

L 0 |[Vos|® : 2 _ T
ihz (0l (£)) = Voo + ;)PV (EO_E - mga(ﬁ;s = Bo)|[Vos|* = AE — i (10.5.8)
Quindi ’equazione per ag €
L0 . _ _iABt/h-Tt/2h
ih—ag=AFE —i = ag=e (10.5.9)
ot 2
Dato che avevamo calcolato 5
™
Vs = Eé(Es - EO)‘VOS‘2
si ha 5 5
. ) i
—mzs:é(Eo—Es)\Vos\z = —2528278 = _T’Y (10.5.10)
quindi

Py = |ag]? = e (10.5.11)

da cui si ricava che v = 1/7, dove 7 & la vita media dello stato.
Sostituendo adesso il valore di ag appena ricavato nella (10.3.10) si ottiene

. t . t
ay = _%/ Vio dt-ag = _%/ e Be=E0)t/hy o=t (Ex—Eo)t/ho—iABt/h=yt/2 44 (10.5.12)
0 0

Posto wyo= (E — Ey — AE)/h si ha

i eioNJkot—'yt/Q -1

ap=—-—=——Vio
he i Wy —/2
1 14 e 7 —2cos(wrg t)e /2
Py(t) = |ax|? = = (o ?) [Vio|? (10.5.13)

2
wio +7%/4

Il termine in coseno si annulla mediando sul periodo, quindi in definitiva:

1 1—e
Pop = ﬁdi\Va()Ppa(E)dE (10.5.14)
“ao +72/4

Per t > 1/ (T = hy):

1 ~ ~ dE
[Vaol|*pa(E)AE = [Vao(Eo)|*p(Eo)

Pa,E = ~ ~
(E— Eo)?+T12/4 (E— Eo)?+T1?2/4

(10.5.15)

La distribuzione di probabilita in frequenza dei fotoni emessi € quindi una Lorentziana, la cui larghezza
a meta altezza & I'/2.

Un altro modo di risolvere il problema e moltiplicare 'operatore e per la funzione di Heavyside,
ottendendo la funzione di Green K (t) = 0(t)e*!’*/". In trasformata di Fourier:

i +oo e—iEt/ﬁ
= — _ 10.5.1
K(t) 271'/ Bomrie (105.16)

—iHt/h

— 00

L’integrando presenta un polo per £ = H — ie. Per il lemma di Jordan, per ¢ < 0 I’espressione ¢ nulla,

in accordo con la presenza della 6(t). Per t > 0, calcolando il residuo otteniamo proprio e /I quindi
P’espressione ¢ effettivamente corretta. Poniamo adesso
G(FE) = 1 H=Hy+V (10.5.17)
 E—H +ie’ -0 e
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Se V = 0 ho la funzione di Green libera:
(10.5.18)
Notando che

G(E) ~ Go(E) = —— : i

E—H+ic E—Hy+ic (E—Hy+ie)(E—H + ic)

(10.5.19)

devo calcolare (0|G(E)|0) = Goo(E) (contribuiscono solo i poli).

10.6 Perturbazioni esplicitamente dipendenti dal tempo

Data ’'Hamiltoniana H = Hy + V (t), l'espressione della probabilita di transizione da un autostato di H—

|i) a un altro autostato |f)

1 2

ty )
= / Vyi(t)e™ritdt
2|/,

Finora abbiamo supposto che ’elemento di matrice Vy; fosse costante. Adesso consideriamo i casi in cui
questo non avviene.

Il primo caso & quello di una perturbazione di tipo gaussiano, cioe¢ V(t) = 0 per t — £oo e localizzata
entro un certo intervallo di tempo caratteristico. Dato che per t grande non abbiamo perturbazione,

P = (10.6.1)

siamo autorizzati nella formula (10.6.1) a porre ¢; = —oo e t3 = 400, ottenendo
1| [ . ?
Pij =15 / Vyi(t)e “ritdt (10.6.2)
—0o0

L’integrale rappresenta effettivamente la trasformata di Fourier della funzione V¢;(¢). Quindi il problema
¢ praticamente risolto (considerando che in questo caso V' & molto regolare, non abbiamo problemi
rilevanti).

Il secondo caso € quello di una perturbazione nulla a ¢ = —oo, che cresce per un certo intervallo e poi
si assesta ad un valore costante. Abbiamo in questo caso problemi a t = 400, in quanto I’Hamiltoniana
non e piu quella di partenza. Allora possiamo scrivere:

t t
. 1 .
/ Vii(t)eritdt :/ Vii—iwypie@fit =
— 0o oo wai
1/t 0
. / sz Zwﬂtdt =
Wi J_ oo ° O

t t
1
- / Vi giwositgy (10.6.3)
1w ot

6init

Vi

ZLin oo oo

Il primo termine ¢ un termine di bordo che esprime il mixing tra i livelli, mentre nel secondo, possiamo
notare che, per come ¢ fatta la perturbazione, 0Vy; /0t — 0 per |t| — co. Se |s) sono gli autostati di Ho,
Hy|s) = Es|s), gli autostati di H = Hp+ V (o0) (V(0c0) =V & costante) si ottengono applicando la teoria

perturbativa:
Vies
|9s) = Z Ekf (10.6.4)

Se ad un certo istante ¢ abbiamo

H)Ik) = By(t)]k) (10.6.5)

1) = Zas(t) exp (—; /0 t Es(t)dt> s) (10.6.6)

dove abbiamo scelto come fase (& arbitraria)

exp (—/ Ey( dt) (10.6.7)
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Allora ’equazione di Schrodinger &

_dy()
ih— 2t = HY

s)—l—ihZas(t ﬂd’*m Za E e~ s
Zas ,Z¢&a| > =0 (10.6.8)

Z [ihas(t) + Esag) e
> as(t)e™'|s)

che proiettata sull’autostato di Hy |k) diventa

ape” i = Z as(t)e~ % (k ‘Zj) (10.6.9)

Derivando la relazione H(t)|s) = E4(t)|s) otteniamo invece

oOH dls)  OF, dls)

H— = E;s 10.6.1
i 19T H T = s By (10.6.10)
proiettiamo anche questa su |k):
OH Js 0s
—— E —) = E (k| =— 10.6.11
(Kl 1s) + Eulkl 5) = Bs(kl20) (10.6.11)
da cui ricaviamo 9 . O . oy
5
kl =) = —— (k| =|s) = =—= (k| =~ 10.6.12
(k5 = 5 519 = 5= kI 19 (106.12)
Sostituendo questa espressione nella (10.6.9) otteniamo
; 1
_ (P —ps)
t) gas(t)e F— —(k | 5) (10.6.13)

Dato che 9V/0t & gia al primo ordine in V, & sufficiente considerare tutti gli altri termine all’ordine zero.
Notando che ¢ — ¢s = —i(Ey — E;)t/h = —iwyst all’ordine zero, ritroviamo la formula che avevamo
ricavato in precedenza.

Esaminiamo adesso il termine

1 6Vfl iy

Wiy ot
Questo termine non da in generale problemi e tende sempre a zero, a meno che non vi sia level-crossing:
in tal caso si ha wy; = 0. Notando adesso che possiamo scrivere

oVy OV N OV

ot ox T O\

()\’rappresenta la perturbazione, i.e. campo elettrico, magnetico, etc...). Nel limite adiabatico A —
0, AT" =cost, si ha Py; = 0, cioe la probabilita di cambiare livello nel limite adiabatico & nulla. In questo
tipo di perturbazione, gli autostati di Hy non esistono pitt quando la perturbazione si assesta, perché ho
un’Hamiltoniana diversa Hjy = Hy + V. Ha senso, tuttavia, chiedersi quale sia la probabilita, pertendo

dallo stato fondamentale di Hy, di arrivare allo stato fondamentale di H{;. Dato che gli autostati di H
sono comunque un set completo, possiamo scrivere

0) = Zce|5>*00|0 +3 s (10.6.16)
s7#0

Se per s # 0 qualche coefficiente ¢4 € diverso da zero, allora possiamo avere una transizione. Se invece
solo ¢g € non nullo, non avremo transizioni di livello: il sistema andra dallo stato fondamentale di Hy
allo stato fondamentale di H|,. Inoltre, perturbativamente, si ha

k:|V|O
)+ Z By~ B

k4 Z Ek"i"“ (10.6.17)

tdt (10.6.14)

A (10.6.15)
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Possiamo a questo punto definire il coefficiente di mixing:

O[Vk)

K0y = 120
W10y = 55

(10.6.18)

Esempio 2. (Oscillatore armonico con campo elettrico)
Consideriamo "'Hamiltoniana perturbata:

p 2.2
=+ —¢E
o + gw e —e (t)x
dove 1
—et/™ t<0
5¢

1
1— Ze U/ t>0
26

Dato che abbiamo una perturbazione in x o (a+a'), sara possibile rimanere nello stato fondamentale
oppure arrivare al pill al primo eccitato. Calcoliamo Py_,q (si ha wy; = w):

1 + oV
Q zwfitdt
hwfi/ ot ©

— 00

con Vi;(t) = ee(flx|i) f(t). Per f(t) si ha invece

1) = %e”w(—t) + (1 - ;e—t/f) 0(t) = 0(t) - %sgn(t)e—\t\/T
F1(8) = 6(t) — 6(t)e= 1/ + %e—m/r _ %e—\t\/r

Svolgendo i conti si ottiene

oV 1 1 1 1 1
fiiwt
/ ot ¢ QTeExf (inrl/'r w — ]./7‘> cers TZw?2+1/72

— 00

Quindi
1 1 2

2 W2 + 1/72

ol
h2w?

Py =

Per 7 — oo (limite adiabatico) Py; — 0 come 1/72 (2 il massimo ottenibile, visto che f non ¢ di classe
C?. Per 7 — 0 (perturbazione impulsiva) Pg; — 2|z f;|? /h2w?.
Prendiamo adesso

1 t/T
=5 (” m)
af 1 1

At 27 (1+t2/72)3/2

L’ampiezza di transizione ¢

—+o0 —+o0
— 1 1 iwt _ CETf 1 iwTt
Afi—eﬁl'fz/;oo Eme dt = 5 /;Oo (1+t2)3/26 de

Per 7 — 0 l'integrale tende a 2, quindi Ay; = eexy;. Per 7 — oo usando lo sviluppo di Bessel si ottiene

CET 15
A — 2fz V2rwre ¥T

€ Pfi = |Afi|2.
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10.7 Perturbazioni periodiche
Scegliamo adesso come perturbazione un segnale monocromatico:
V(t) = Fe ™" + Fleit (10.7.1)

dove F' & un operatore. Studiamo per questo tipo di perturbazioni il rate di transizioni |i) — |f), f # i.
Sappiamo che

ay = / Vf Wf’tdt

" (Bpiton=an 4 pleienson i -
0

zh
L[ e g gt e~ iwritw)t (10.7.2)
. o T 7.
il (wy —w) iwyi +w)

Se siamo in fase di assorbimento, cioe wy; > 0, allora solo il primo termine va in risonanza, mentre in
emissione wy; < 0, e solo il secondo termine va in risonanza. Supponiamo di essere in assorbimento (il
caso di emissione ¢ speculare). Trascurando dunque il secondo addendo la probabilita di transizione &

4sin?[(wp; — w)t/2] |Fpi]? W —w
2 Fpl? ik — H s (L 10.7.3
R It (i (10.7.3)
da cui
2w 9
Vit = 3| Fpil 0(Ey — Ei — hw) (10.7.4)

Prendiamo in esame il caso di un campo elettrico in approssimazione di dipolo: 'accoppiamento sara il
solito —d - E. Scegliamo come campo elettrico un’onda piana:

B ,
E = Eyxcoswt = 70(6“‘”5 + et (10.7.5)
Quindi —d - E = —d, E; e F = Eyd, /2. Posto Ey — E; = hw, otteniamo

Ey

1= (5 kel - ) (10.7.6)

<Le trasformazioni di Lorentz in MKS sono una cosa che non sta né in cielo né in terra.>
G.P.

Possiamo riscrivere il v in termini dell’intensita dell’onda incidente ricordando la definizione del vettore
di Poynting e la sua relazione con l'intensita dell’onda:

[S| = —|E x B| = —Eo cos? wt
— _ “
= (ISl = ¢~ Eo (10.7.7)
Quindi
27 27 472
v = T I ldali)*0(w — wo) = 5= Lul{f1dai)[*0(w — wo)dw (10.7.8)

dove abbiamo introdotto U'intensitd spettrale di una riga di spessore infinitesima I, = dI/dwdw. In
definitiva

4 2
dy = %Kﬂdzﬁ)l?f&(w — wo)dw (10.7.9)
che integrata su tutte le frequenze restituisce il rate di transizioni:
4772
Y = g Lo (wo) [(f1dali) (10.7.10)
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Queste considerazioni valgono solo nel caso di luce incoerente, in cui si assume che i termini di interferenza
si medino statisticamente a zero, e quindi

iwit+ig; E.
%

— Z |E |2 ZE E ez(w1_wj)t+z(¢l ¢]) —
i#]

=> |E? (10.7.11)
Sommando la (10.7.10) su tutti gli stati finali possibili, otteniamo la probabilita di transizione:

Yiess = 75T (wo ZI Fld )] (10.7.12)

Notiamo che si puo scrivere

[(flduli)? = (flda|i)(ilds| f) = (f|dupida] f) (10.7.13)

dove p; e il proiettore:
1
= > Lyl (10.7.14)

dove g; € la degenerazione dello stato iniziale. Quindi
[(£ldali)] |de| ilds|f) =

1 .
= — > [{fldal)? (10.7.15)
9i %
Allora la probabilita di transizione diventa
4r? 1 .
Yos = g holon) = 30 3 (1) (10.7.16)
K3 f i
dato che d; = d, = d, otteniamo
4 7 1 .
oos = g holion)— 30 S [(F1d) (10.7.17)
1 i f

moltiplicando e dividendo per la degenerazione dello stato finale otteniamo in definitiva la seguente
espressione

4 7T2 5
Yief = 353, Lo(wo)gr D? (10.7.18)
per 'assorbimento. L’espressione per I’emissione si ottiene scambiando g e g;:
4 72 —
Vf—i = gﬁfw(wo)giD2 (10.7.19)

Prendiamo adesso in esame un sistema a due livelli (1==fondamentale, 2==eccitato). La variazione
dell’occupazione dello stato eccitato e dato da

dng
—_— = - Bg_>1n21w + B1_>27’l1]w — Ang (10720)
dt —— SN—— ~~

emissione stimolata assorbimento stimolato emissione spontanea
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All’equilibrio termodinamico la (10.7.20) deve essere nulla, quindi, ricordando che I, = cu(w):

An2

= 10.7.21
Bi_9n1 — Ba1ng ( )

cu(w)

Aggiungiamo la condizione che a T' — oo 'emissione spontanea sia trascurabile, cioe¢ By_on1 = Ba_1n9,
che si traduce in

Bise _ M2 _ 92 —(m—py) kT (10.7.22)
By o nmi g

Allora

_ A/BQ—>1 _ A/B2—>1
Biom 1 elw — 1

(10.7.23)

cu(w)

By_s1no

dove fw = E; — E3. Questo risultato assomiglia alla legge di Planck. Se assumiamo nota la legge di
Planck, allora

1 _4nk? 1 w?
w(w)dw = 22 wk=dk _lw dw

o~ 83 a2 3
A L 1 w?
CBQ_>1 o w2 3
1 hw?
A= ﬁCTBzal

L’ultima espressione deve corrispondere al rate v che avevamo calcolato per i decadimenti: sostituendo
I’espressione di Bs_,; troviamo dunque

1 hwd3d 72 — 4031 — 1
_ - =27 2 _ =X - - =
= 32 37120ng p g D? = = (10.7.24)

come volevasi dimostrare. Nel limite di alte temperature, 'espressione di cu(w) deve coincidere con la
formula di Raylegh-Jeans:
A/B2_>1 - A/B2_>1 kT A

~ _ 10.7.25
€hw/kT —1 hw/kT hw BQ—)l ( )

cu(w) =

partendo da ci0, siamo anche in grado di dimostrare la legge di Planck (assumendo che essa non sia
nota).
La variazione del numero di fotoni tra i due livelli & invece data da

dn

T (Ba—s1nz — Bisoni)l, (10.7.26)

che all’equilibrio termico ¢ sempre minore o uguale a zero. Se non si & all’equilibrio termico si ha un’in-
versione delle popolazioni degli stati.

Nota. Il calcolo € lo stesso nel caso di accoppiamento di dipolo magnetico —u-B. E sufficiente sostituire
I’elemento di matrice di dipolo elettrico con quello di dipolo magnetico df; — fif;.

In realta I'Hamiltoniana di interazione con il campo EM e, al primo ordine e in gauge di Coulomb,

Hine = —;—I’CA, A = Agsin(wt — k - x) (10.7.27)

I campi sono legati al potenziale vettore A dalle relazioni

10A w
E= o = —;AO cos(wt — k - x)
B=VAA=—-(kAAy)cos(wt —k-x) (10.7.28)
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Quindi in termini di ampiezze, si ha Ey = wAg/¢, cioe Ay = cEy/w. Limitandoci alla fase di assorbimento
possiamo scrivere

A=A (Xt (10.7.29)
dobbiamo allora calcolare A
(] P20 gikex (10.7.30)
me

Il dominio della funzione d’onda & dell’ordine kap = 2wap/\. L’approssimazione di dipolo ¢ valida se
ap < A, e si ottiene

ep - Ay ep- Ay

X3y ~ i 7.
(1R i) = (f]=2=2i) (10.7.31)
Essendo d .
r 1
p=mo =my[H1] (10.7.32)
Si ha .
(1Pl = (B = Bo)(f]eli) = imeo! fIx1i) (10.7.33)

che sostituita nella 10.7.31 restituisce

(& €wo
—Aomworfi = 7A0 T =
mc C

In risonanza wy = w e wAg/c = Ey, ciog

Adesso il modello di Hamiltoniana che tratteremo ¢

hoo e
H=EFE,+ | 2 oo (10.7.35)
€

cioe la perturbazione & del tipo V(¢) = d€ coswt. In prossimita della risonanza, possiamo trascurare cosa
succede negli altri stati (se ve ne sono).

i = Ve e, [9(0) = 3 a0 M) (10.7.36)
J

Nel nostro caso (indichiamo con |1) lo stato eccitato e |2) il fondamentale):

. { : i dE , . ) )

a1 = ——d€ coswte™lay = ———(e™! 4 e~ Wh)ewolq,
h h 2

dg — zﬁ(eiwt + e—iwt)e—iwotal

h 2
Trascuriamo i termini fuori risonanza, ma stavolta non eseguiamo lo sviluppo perturbativo (approssima-
zione di campo rotante):

i dE .,
a; = _iie—zwtezwotaz hwo d& . .

o = Ha=|g % (10.7.37)
Go = —i—eme_i“’otal 2 ¢ 2

h 2

Mandiamo un segnale monocromatico in risonanza con la differenza di energia fra i due livelli, cioe
poniamo w = wq. Allora:

a —_lﬁa :_Zia
1 — B2 2 = 2 2
% —_1@ = 5L

a9 = h 92 a1 = 22611
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dove abbiamo posto f = d€/k. Disaccoppiamo le equazioni derivando e sostituendo:

2

dl = 7217(:12 = —f—al
2 4

dg = —iidl = —ﬁag
2 4

le soluzioni sono oscillanti:

t . Jt
a1 :C1COS%+CQSIH%
t t
as = ¢} cos f? + c sin f? (10.7.38)
Supponiamo che all’istante ¢t = 0 si abbia a1(0) = 1,a2(0) = 0. Allora
t t
ax(t) = sin% — Py(t) = sin? f? (10.7.39)

Notiamo che se t =T = «/f, Po(T) = 1 e quindi siamo sicuri che il sistema si trovi nello stato fonda-
mentale.

Esempio 3.
Consideriamo I"'Hamiltoniana
T\ Tt | =
2 2

= %02 + %fO'x coswt + %fay sinwt =

=3 [woo - + f(oz coswt + oy sinwt)]
dove la parentesi tonda rappresenta il campo rotante. Eseguiamo adesso una rotazione oraria:

(1) = R(O(2)), R(t) = e/

In questo modo, il campo & visto fermo. Sappiamo che |¢(t)) = U(¢,0)|1(0)), dove U & l'operatore
unitario di evoluzione temporale, che sotto la rotazione R(t) diventa:

UR(t) = R(t)U(t,0)RT(0) = R(t)U(t,0)
Si ha allora
iho [9R(1)) = REJ(2) + (0 B)(1)) =
= RHR'[$" (1)) + in(0,R)R' " (1))
L’Hamiltoniana ruotata &

H® = RHR' - %02 =

—@a +ﬂa -0, =
I R T
= —(wp —w)o, + —0,

2 2

che adesso non dipende piu dal tempo. L’operatore di evoluzione temporare ¢ semplicemente I’esponen-
ziale:

7

UR = exp |:—h <72i(0.)0 —W)O'z + Zf01> t:| =

—exp |~ (oo ). + f) 1

122



U = RTUR — e—iwtoz/2e—i[(w0—w)az+fgz]t/2

Fissiamo

e poniamo = /(wg — w)? + f2. Allora

<2‘U(t)|1> _ 6iwgt/2<2|67i[(w07w)az+fax]t/2|1> _

—&—i sing =
0zt G0 5 =

Wy — W

; Ot
_ piwot/2 ;
e (1] cos 5 +z< q

Qt
— : iwot/2
ZQ Sin B) e

Da cui otteniamo una formula valida in generale, anche fuori risonanza:

2 Ot
P = % sin? - (10.7.40)

10.8 Sezione d’urto per effetto fotoelettrico

L’Hamiltoniana d’interazione del processo v+ 2H — pt +e~ &

Hyp = —A -p (10.8.1)
mc
dove A = €Agcoswt. Fissiamo come energia iniziale I'energia dello stato fondamentale dell’idrogeno,
FE; = Fi5 e come energia finale quella di un elettrone in campo coulombiano. Il rate differenziale di
decadimenti ¢ dato dalla regola d’oro di Fermi:
o2
m2c?

2 a3k
(2m)3

2 A
dy = S53(By — ho — Bry) = |e- Z2(fIpli) (108.2)

La sezione d’urto & definita come do = dy/®, dove ® & il flusso di fotoni per unita di superficie e di
tempo, ed e legato all’intensita della radiazione incidente dalla relazione I = hw®.

Nota. E utile ricordare in queste situazioni la definizione della costante di struttura fine o = e2 /he (in
unitd CGS), per esprimere c in termini di o che ¢ adimensionale: ¢ = ¢2/ha.

Dunque, supponendo che l'elettrone emesso sia sufficientemente veloce da poter essere trattato come
particella libera, si ha:

dy =

o €2 [h2K?
T_° < (10.8.3)

k2dkd
2 s —(hw+ E Alle -pg |20
h 4m2c? 2m (i + 13)) ole- pyi (2m)3

dove abbiamo espresso il d®k in coordinate polari. Adesso esprimiamo A2 in termini del flusso ®:

2 2
9 € o ¢ 8m_ 8mc _ 8mhe
Af = TﬂEO = 2. I——w2 hw® =

i (10.8.4)

e integriamo su k per eliminare la delta. Ricordiamo che se zg ¢ uno zero di f(x) vale I'identita

d(zo)
S(F(2)) = 10.8.5
(F@) = Fe (10.8.5)
Si ha pertanto
o €2 1 8whe k2d0)
dy=——7——F— pril? 10.8.
g h 4m2c® B2k w € pyil 873 (10.8.6)

m
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Dividendo per ® otteniamo la sezione d’urto differenziale:

11e? 1 k2
do= —=—-"dQle-ps|* =
7 21 ¢ m h? wk € pyil
1 ahe? 1k
= —— = —2dQle-psl*
2 e2 mh2 w |- pyil
a k
pu— 7dQ . 42
2mmh w € pyil

(10.8.7)

La delta imponeva che

R 1w
2m 2 h?

me? ( h2k? R2 )

2h2 m me*

1 me*
=552 (14 k*a%) (10.8.8)

dove ap ¢ il raggio di Bohr. Il termine che moltiplica la parentesi e I’energia di ionizzazione del livello

1s. Resta infine da scrivere 'elemento di matrice €-py; = €- (f|p|i), con |i) = 115(x) e | f) = e** (onda
piana). Quindi
- (flpli) = e [ d*e *pun.(x) =
=hk- e/d3xe_ik'xz/118(x) (10.8.9)

L’integrale rappresenta la trasformata di Fourier della funzione d’onda dell’ls, che & ¢15, = (Wa%)*l/Qe’T/“B.
Sapendo che

e Hr 47
F - 10.8.10
< r ) k2 + p? ( :
ricaviamo che 5 4 g
Fle™rr) = T (10.8.11)

ok 42 (kK2 4 p2)?
Quindi

. _ he-k  8m/ap
Pri = /ragB (k:2+1/a23)2 -

he-k  8mal

T Jmds (L K22
3/2
_ he- k8ﬁaB/ _
(14 k2a%)?
3/2
SﬁaB/

= th(e - h) (10.8.12)

dove € - n ¢ la direzione di volo. Alla luce di cio, 'espressione della sezione d’urto diventas:

_a k 64mra?,
2rhmw (14 k2a%)
32a(kag)®h, o 1
= - . dﬂi =
mw e 8] (14 k2a%)*
= fle-n*dQ (10.8.13)

do

T2k e nf? =

con f costante. Possiamo fare le seguenti osservazioni:
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1. Dato che

4
/ninde = ?ﬂ-éij (10814)

si ha A
o= /feiejnmjdsz = %f\q? (10.8.15)
cioe la sezione d’urto totale non dipende dalla polarizzazione della radiazione incidente.

2. Se mandiamo luce non polarizzata dobbiamo sostituire €;e; — p;, dove p; e la matrice di densita

data da 1

pi = 5(5“ — 2 - 7;) (10.8.16)
Abbiamo 5

do = aﬂ\e -n[2dQ (10.8.17)

Il termine che moltiplica ¢ rappresenta una distribuzione angolare, per cui 'integrale sull’angolo
solido deve fare uno. Otteniamo quindi per la distribuzione angolare la seguente espressione

31 3

— (1 —cos®0) = —sin® ¢ 10.8.18

yym 2( cos“ 0) gy S ( )
Osserviamo che non abbiamo elettroni emessi lungo la direzione di propagazione dell’onda incidente
in quanto il campo dell’onda & ortogonale a z e quindi gli elettroni non vengono accelerati.

3. Per un’onda polarizzata linearmente lungo X si ha

do = 0'43(219 sin? @ cos® (10.8.19)
T

10.9 Effetto Stark sull’atomo di idrogeno

In teoria perturbativa, ricordiamo che lo shift energetico si scrivereva come
1

AE = (i|Vn)————(n|V]i) = V@™

(1Y o) V1) = (ol V1)

dove 1) & la correzione al primo ordine dello stato 1)y. Non sempre si conosce 1), ma in alcuni casi,
come 'effetto Stark sull’atomo di idrogeno, si. L’'Hamiltoniana Hj e la perturbazione V sono le solite:

2 2
Hy=2 %  V=_-dE=eE (10.9.1)

T 2m r

L’equazione di Schrédinger puo essere sviluppata allora in serie:

Hy=(Eo+&+E+- ) o+ yW +9P +..0)
(Ho + V) (1o + M 42 4 ) = Egtho + ™
Hypo + Hop™M + Vpg = Eoto + Egyp™)
Hop + Vo = &)
Sappiamo che ¥y = (ﬂag)’l/ze*’“/“, ezF = erFcosf. Cerchiamo allora una soluzione () separata,

della forma ¢(*) = R(r)cosf. Introducendo la polarizzabilita o ([a] = a® in CGS), possiamo scrivere
A€ = —%aEQ. In coordinate polari si ha

h2(1828 L(L+1)>_2

Hy = 67 (10.9.2)

2m 7"7257" or 72

In particolare, (M) « Yo = 1/% cos @, quindi, in unita atomiche:

Ry =2 . ) R(r)cosf — %R(r) cos (10.9.3)



dato che Yjg € autostato di L con autovalore 1. L’equazione allora diventa

110 ,0 2
2

— - ) R(r)cosf — R(r) cos @ + Ercos by + @ cosf =0 (10.9.4)

2or or 12 r
Assumiamo che lo stato finale sia una deformazione dello stato iniziale, cioe R(r) = e~" f(r)/2m:
2f —2rf'(r—1) —rf" +2Er2 =0 (10.9.5)
Cerchiamo infine per f un’espressione polinomiale: f(r) = a + br + cr?; sostituendo si trova la soluzione
7o) =—Er (1+ g) = W = —ggeos0Br (1+ %) (10.9.6)
Calcolando 'integrale per lo shift si trova invece:

A€ = —ga?’Ez (10.9.7)

da cui si ricava P’espressione per la polarizzabilita dell’atomo di idrogeno (in unita atomiche):

a= ga?’ (10.9.8)

10.10 Atomo di idrogeno con struttura del protone

Consideriamo adesso nella descrizione dell’atomo di idrogeno la struttura del protone: esso ha spin 1/2,
quindi genera un campo magnetico. L’interazione tra elettrone e il campo magnetico ¢ data da

H; = pupB - (£+ gs) (10.10.1)

Il protone avra un suo momento magnetico

eh
p

dove con I abbiamo indicato lo spin del protone. In questo caso, il momento angolare elettronico non si
conserva, si conserva invece quello totale protone-elettrone.
Il potenziale vettore generato da pp ¢

uy AT 1
A= Jjag = -y AV (10.10.3)
e il campo magnetico associato e
1 ,1 1
B=VAA=-VA(uyAV)==—pyV°=+V(uy-V)= (10.10.4)
r T r
Per r #0
1 xj (51']' 31’i$j 1 3.’Eil'j
&aj; = 02 (77“73) = 77“73 + 7'5 = *ng Sij - 7"2 (10105)
che € un tensore simmetrico a traccia nulla, mentre per r = 0
1
aiaj; = ¢6;;6%(r) (10.10.6)
. N 3 1 21 3 . .
La traccia € 3¢d°(r) = 0;,0;— = V= = 47§°(r), da cui ¢ = 47/3. In conclusione
r r
1 3T, 8 3
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Mettiamoci nel caso di onda S. Il primo pezzo di B; & nullo, mentre il secondo contribuisce solo alle onde
S. In piu, £ = 0. Allora 'Hamiltoniana di interazione & quindi

I.
gj((sij — 3n;n;) + §7T(53(7")I] (10.10.8)

Hp = pp(€+ gs)gpun [—
Indicheremo con F = J + I il momento angolare totale del sistema (che si conserva). Consideriamo lo

stato fondamentale dell’atomo di idrogeno (1s) che ha degenerazione 4 (2 per lo spin dell’elettrone, e 2
per lo spin del protone). Gli stati possibili sono |+, +), |-, =), [+, —),|—, +). Calcoliamo adesso

1 sWU1s 4
/Tzdrdgwlswlsig’((szj - 377,1723) = \/d’f‘iﬂjl wl (47’(67;]‘ - 337(61]) =0
r r
La perturbazione allora sara della forma
8
V= uBuNggp§7T|wls(O)|28 I=A4s-1 (10.10.9)

dato che L = 0 per il protone e per l'elettrone, F = s + I. Invertendo ’espressione

F?=s+2s-1 = 2s-I=F?-s>-1° (10.10.10)
Possiamo riscrivere V' come 4
V= §(F2—S—12)
Gli autovalori di s? e I? sono rispettivamente s(s + 1) e I(I 4+ 1). Dato che nel nostro caso s = I = 1/2,
otteniamo A 5
== (F?-= 10.10.11
v (e ) o0
Otteniamo quindi
A 3 A 3
quindi AE = A. Si ha inoltre, sperimentalmente
AFE
w=——= 1420 405 751.768 £ 0.001 Hz (10.10.13)

a cui corrisponde una lunghezza d’onda

A = 21.0605 cm (10.10.14)

10.11 TIone Z con due elettroni

2 2 7.2 g2 2 2
g=Pi P2 _2z¢ 2z ¢ _pg,_ ¢ (10.11.1)
2 2 g] 9 |r1 — ro| vy — ro
L’Hamiltoniana Hy avra una funzione d’onda separabile W(ry,ra) = ¢15(r1)Y1s(r2). Sappiamo gia che
I’energia imperturbata &, in unitd naturali, Ey = —Z2, mentre la correzione al primo ordine &
5} Z? 5
EM =FBo+ 37 =2% —27% + gZ=-2Tu(Z=2) (10.11.2)

Per migliorare la nostra approssimazione possiamo usare il metodo variazionale: I'autostato di Hy ¢ dato
da

Z3/2 2
U(ry,ry) = (ﬁ) eI (10.11.3)

Prendiamo quindi come parametro su cui effettuare il metodo variazionale una carica effettiva Z;, cioe
riscriviamo la funzione d’onda come

U(ry,ry) = Ce Z1me= 2112 (10.11.4)
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2 Z2
L’energia cinetica era inizialmente 2 - =0 e adesso diventa 2 - 71, mentre ’energia potenziale iniziale,

—277? diventa adesso —2Z7;. In totale quindi

Z? 5

E(Zy) = 27 — 27271 + §Z1 (10.11.5)

Il mimino ¢ dato da

0FE(Z1) 5 5
=271 —-2Z+-=0 = Z1=70 — — 10.11.6
07z, ! T3 ! 16 ( )
Allora
50\ 2

Foin = — (Z - 16) =-2848u (Z=2) (10.11.7)
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Capitolo 11

Sistemi con piu particelle identiche

11.1 Simmetria e antisimmetria della funzione d’onda
f(@)\ _

Uno spinone in generale si puod scrivere ¢(z) = (g(x)) = ¢(x,0) dove z & la variabile orbitale e
o = 1,2 indica la componente. Scriveremo t(q), ¢ = (x,0). Se abbiamo uno stato ¥ = a(q1)b(g2),
cioe fattorizzato, allora le distribuzioni di probabilita delle singole particelle sono indipendenti, cioe
[¥|2 = |a(q1)|?|b(g2)|?. Possiamo definire diversi tipi di densita di probabilita: §(¢ — q1), che rappresenta
la densita di probabilita della particella 1, (¢ — g2), che rappresenta la densita di probabilita della
particella 2, oppure dr = §(q¢ — q1) + d(¢ — g2), che rappresenta la densita di probabilita di beccare una
delle due particelle (non importa quale).

Se la funzione d’onda & fattorizzabile, ¢ = 11(q1)¥2(g2), con Y1 € Hy e P2 € Ho, allora ¥ € Hy ® Ha.
In Meccanica Quantistica, n particelle sono identiche se e solo se ogni operatore ¢ simmetrico rispetto
a qualunque permutazione delle coordinate ¢, (inclusi i numeri quantici). Nel caso n = 2, il gruppo
delle permutazioni ha n! = 2 elementi, ossia l'identita e lo scambio Pjs, entrambi operatori unitari. Le

permutazioni commutano con qualunque operatore. Infatti, sia O(q1,g2) un operatore, allora:
P120(q1,42) Pi3" = O(g2,q1) = O(q1, g2) = P50 = 0P (11.1.1)
Proviamo a diagonalizzare Pj5: dato che e unitario, dovra essere

Piot(q1,q2) = ¥(q2, q1) = €“°(q1, g2) (11.1.2)

dato che P2, = id, ¢ pud assumere unicamente i valori 0,7. Allora

V(q1,q2) (p=0) — ¢ simmetrica
Pio(qr, q2) = (11.1.3)
—(q1,92) (p=m) —> ¢ antisimmetrica

Ogni funzione d’onda deve necessariamente essere autostato delle permutazioni.
Possiamo, data una qualunque funzione d’onda 1, scrivere sempre

V= L/J;q/ +Bunderbracepsiaaptisimmetrica, (11.1.4)

simmetrica

Lo spazio delle funzioni simmetriche & ortogonale a quello delle funzioni antisimmetriche. Abbiamo cioe
decomposto lo spazio di Hilbert: H = Hg + H 4 e non esiste alcun operatore che consente di passare da
una funzione simmetrica ad una antisimmetrica o viceversa. Allora prese due particelle descritte dalle
funzioni d’onda 1, 99 tali che

1 = a1y + it

Py = s + By
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abbiamo

(¥1]¢a) =a1a’5/s0f<p§* +515;/¢f¢§‘* (11.1.5)

Quindi si perderebbe I'informazione sulle fasi dei singoli «;, 8;, cioé risulterebbe impossibile misurarla.
Si conclude che tutte le particelle di uno stesso tipo devono essere solamente simmetriche o solamente
antisimmetriche.

Postulato di simmetrizzazione.

Le particelle aventi spin semintero sono descritte da funzioni d’onda totalmente antisimmetriche, mentre
quelle aventi spin intero sono descritte da funzioni d’onda completamente simmetriche.

Definizione 11.1.1.
Uno stato che non puo essere fattorizzato si dice entangled.

Consideriamo uno stato (simmetrico o antisimmetrico):

a(x1)b(x2) £ a(z2)b(z1)
V2

e calcoliamo il valor medio della densita p = 6(z — 1) + §(z — x2):

¢<$1,$2) = (11.1.6)

1
/ ﬁ(a(xl)b(mg) + a(z2)b(x1))(0(z — 1) + §(x — x2)) —=(a(z1)b(z2) £+ a(x2)b(z1)) (11.1.7)

1
V2
Notiamo che

a(z1)b(z2)(0(x — x1) + 0(z — x2))(a(z1)b(x2) £ a(za)b(x1) = (11.1.8)
+ a(z2)b(z1)(6(x — x1) + 6(z — x2))(a(z1)b(z2) + a(z2)b(z1))

Quindi possiamo scrivere

(W|ply) = / i a(x1)b(z2)[0(x — x1) + 6(z — 22)](a(z1)b(2z2) £ a(z2)b(xy)) = (11.1.9)
= la(@)? + ()P = 2a(a)b(z) [ alw)oto)ey (11.1.10)

dove ¢ comparso un termine di interferenza, il cui peso dipende da quanto sono sovrapposte le due
funzioni d’onda. Questo discorso si estende con facilita al caso di n particelle semplicemente definendo i
due proiettori

1
S= HZP (11.1.11)
1
. _1)"
A=— > (=1rp
dove p ¢ il numero di permutazioni, possiamo scrivere nel caso di n particelle funzioni d’onda totalmente
simmetriche o antisimmetriche.
11.2 Simmetrizzazione degli stati

La simmetrizzazione ha un effetto importante sugli autostati dell’Hamiltoniana, in quanto la degene-
razione si riduce dato che le funzioni d’onda possono essere solamente simmetriche o antisimmetriche.
Supponiamo di avere un sistema di fermioni non interagenti, descritto dall’Hamiltoniana

2

P
H= Hy(q;), Hy=—+4+V 11.2.1
S (1.21)
H & separabile, quindi i suoi autostati saranno della forma ¥ = ¢, (¢1) - -+ * @a, (¢n) con autovalore

E=E, +--+E,, edegenerazione n!. Di queste n! pero dobbiamo tenere solamente quelle totalmente
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antisimmetriche (i fermioni hanno spin semintero). Nel caso a; # a; per ¢ # j, allora esiste una sola
funzione totalmente antisimmetrica, ossia

\FZ Ppay(q1) -+ Pa, (qn) (11.2.2)

In particolare, si ha ¢4, # @q; per i # j, in altre parole in ogni stato di Hy vi puo essere un solo fermione
(principio di Pauli). Notiamo che

Gar(q1) Par(qn)

Pasz (ql) o Pay (qn)

U= (11.2.3)

Si-

Ca(@t) - van(an)

11.2.1 Particelle distinguibili

Supponiamo di avere due particelle distinguibili con spin zero che collidono. Sappiamo che la sezione

d'urto si scrive do = |F|?dQ dove f = —%<
T

del centro di massa le due particelle avranno sempre impulsi opposti, quindi gli stati iniziali e finali si
scriveranno

fIH1|é) (in approssimazione di Born). Nel sistema

i) = Ip, —p)

1f)=1p".—p)
L’ampiezza f dipenderd in questo caso dall’angolo polare 6 tra le direzioni di p e p’ e dal tipo di
interazione (operatore S): f(6) = (p’, —p’|S|p, —p) e la sezione d’urto della particella 1 o della particella
2 sard rispettivamente proporzionale a |f(6)|> e |f(m — 6)|?>. Nel caso in cui avessimo dei rivelatori

ciechi, cioé non sensibili al tipo di particella (ad esempio calorimetri), allora la sezione d’urto sarebbe
proporzionale a |f(0)|? + | f(7 — )2

11.2.2 Particelle indistinguibili

Se le particelle sono indistinguibili come due particelle a (spin zero), gli stati devono essere simmetrici,
quindi in questo caso

|’L> —_ ‘pa 7p> + | 7pap>
V2

-p)+|-p.,p")

!

=

11.2.4
7 ( )
Di conseguenza:
. 1
= (ilS1f) = 5P, —pl + (=P",p))S(Ip, =) + [ = P, P)) =
1
= fO) + f(m = 0) + f(m = 0) + f(O)] = f(O) + f(m — 0) =
= f(6) + f(x —0) (11.2.5)
e quindi P = |f(0) + f(m — 0)|°.
Nel caso di n fermioni, avevamo scritto la funzione d’onda totale come
f > (=1D)F0a, (Pa1) -+ ¢a, (Pgn) = VnlAga, (@1) - Pa, (n)
dove A = S (=1)FP & il proiettore sugli stati antisimmetrici. Esistono sostanzialmente due tipi di

operatori: quelli ad una particella, cioe tali che

= Zﬁ(qi) (11.2.6)
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con L(g;) che agisce solamente sulle coordinate di una singola particella; e quelli a due particelle (ad
esempio 'interazione coulombiana):

U=> Vg q) (11.2.7)

i<j
Scriviamo adesso gli elementi di matrice degli operatori ad una particella (in un sistema a n particelle),
cominciando da quelli diagonali (|¥) = v/n!Alv):
(U] L1])T) = nl{eo| AL Altbg) = (£1 commuta con A)
= nl(tho| L1 A%[0) = (0| L1.Altho) =
= [ i) @) E@) + L) Y1 (Par) g, (Paa) (11.2:8)
q1-qn

p

Facciamo 'ulteriore ipotesi che le ¢,, siano autostati di H (con ¢,, L @4, per i # j). Consideriamo il
termine

/wzl(ql) e pn (an) L(q1) (¢ar (q1) ** Pa, (qn) =
——

agisce solo su ¢,

= /@Zl(ql)ﬁ(ql)%l(ql)~H/\s0ai(qz-)l2 = (@il L(q1)]ai)

(£ S

Tutti gli altri sono nulli in quanto compare sempre un prodotto scalare tra due autostati ortogonali
dell’Hamiltoniana. Quindi

(UL1]®) = > (ailL(qi)]ai) (11.2.9)

3

Per gli operatori a due particelle vale un risultato analogo:

W) = ST (VI — G5lVIi) = 5 S (IV) — (1) (11.2.10)

1<J .9
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Capitolo 12

Seconda quantizzazione

12.1 Rappresentazione di Foch

Supponiamo di conoscere gli autostati e i relativi autovalori di un’Hamiltoniana di singola particella
2

Hy = % + V(r), |i) tali che Hpli) = F;|i) (trascuriamo lo spin). Fissato un autostato qualunque,
m

puo verificarsi il caso in cui nessuna particella occupa lo stato, che indicheremo con [Q2). Vogliamo

adesso creare una particella nello stato j-esimo. A tal scopo definiamo un operatore di creazione tale che

a;-|Q> = |1;) (cioe una particella nello stato j-esimo), con la condizione (1;/1;) = d;;, e un operatore di

distruzione a;|1;) = |Q2) che soddisfano la seguente algebra

[ai,a;] =0 Vi, j

[af,al]=0  Vij

[a;, al] = 0;; (12.1.1)
Quindi |Q) (vuoto) ¢ definito come lo stato per cui a;|Q2) = 0 per ogni 7. In generale, se dal vuoto
vogliamo creare n; particelle nello stato i-esimo (i = 1,2,...) scriveremo lo stato in rappresentazione di

Foch: ; ;
(a1)™ (a3)"™
\/17?1‘ zm' S |) (12.1.2)
L’energia totale sara
E=Y niE; (12.1.3)

dove n; ¢ Poccupazione dell’i-esimo stato e E; & 'energia di esso. Ricordando che (oscillatore armonico)
I'operatore a'a aveva autovalori n, possiamo riscrivere ’Hamiltoniana come

H=>)" Eiala; (12.1.4)

Prendiamo un operatore A di cui sono noti gli elementi di matrice su una singola particella, cioe A;; =
(§]Ali). Come diventa A in rappresentazione di Foch? Si ha

AT =3 "alA,qa, (12.1.5)
Verifichiamo:
(AU);i = (Qa; Y alArsa.a|Q) = (12.1.6)

Dalle regole di commutazione possiamo sostituire

ajal = alaj + 6,

asaT = a;ras + ;s (12.1.7)

P =
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ottenendo

= (O |Y_(ala; + 850 ) Ars(ala, + i) | 1Q) = (QUD 65 Arsdis|) =

T,8 r,s

=A;(QQY) = A (12.1.8)
Per i fermioni si definiscono due operatori analoghi, b; e blT tali che
bil©) =0 bl102) = |1)
L’algebra a cui obbediscono &
{bi,b;} =0 Vi, j
{blbly =0 Vi
{bi, b1} = 6 (12.1.9)
dove {A, B} = AB + BA & lanticommutatore. In questa algebra & implicito il principio di esclusione

di Pauli, infatti se ¢ = j si ha 0 = {bT bT} = 2(b1)2, da cui (b;[)2 = 0, ossia non vi puo essere piu di un

177

fermione in uno stato. E implicita anche la disparita dei fermioni, infatti bIb}L|Q> = —b;bI\Q)

12.2 Quantizzazione del campo elettromagnetico

Vogliamo adesso ricavare I’Hamiltoniana del campo EM partendo dalla conoscenza delle equazioni di
Heisenberg.
Sappiamo che il potenziale vettore A deve soddisfare ’equazione delle onde

1 0%A
T 5E VZA =0 (12.2.1)
la cui soluzione e, classicamente:
d’k ik-x—iwt * T —ik-x—iwt
A(x,t) = WN(UJ) exax(k)e +elale } (12.2.2)

con A = 1,2. e) rappresenta la polarizzazione dell’onda. Solitamente il potenziale si sceglie in gauge di
Coulomb, cioe tale che V - A = 0; questa condizione in trasformata di Fourier si traduce nell’imporre
che la trasformata sia ortogonale al vettore d’onda k. Inoltre se scegliamo un versore lungo k otteniamo
I'ulteriore condizione che k - ey = 0, cioe la polarizzazione dell’onda & anch’essa ortogonale al vettore
d’onda. Si verifica che il potenziale A espresso dalla (12.2.2) ¢ effettivamente soluzione dell’equazione di
d’Alembert per sostituzione e ricordando che w = c|k]|.

Nella trattazione quantistica dobbiamo interpretare A come operatore, la quale cosa si riduce a inter-
pretare come operatori aA(k),aJ)r\(k). A dipende dal tempo, quindi sara un operatore di Heisenberg.
Ponendo

A
al (k,t) = al (k)e ™! (12.2.3)

Otteniamo che 'evoluzione temporale degli operatori ay e al\ ¢ la stessa degli operatori di creazione

e distruzione che avevano gia visto per l'oscillatore armonico. E ragionevole, dunque, aspettarsi che
I’Hamiltoniana che generi delle evoluzioni di Heisenberg di questo tipo sia della forma

3
H = / (gwl){ghwz@i\(k)m(k) (12.2.4)

unitamente alla regola di commutazione [a, a'] che si traduce in

[ax(k), al, (k)] = (27)%0s0 0% (k — K') (12.2.5)
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L’Hamiltoniana (12.2.4) genera effettivamente l’evoluzione A(x,t). Resta in conclusione da dimostrare
che H sia I’'Hamiltoniana del campo EM, cioe

d3k 1 1 3, (2 2
/th%(k)%(k) = 87/01 z(E* + B?) (12.2.6)
Si ha
10A ) d?k i(k-x—wt * 1 —i(k-x—wt
=25 = 1 G [ere 00wt — g (e
3k i .
B=VAA=i / (;1)3N [(k A ey )ay (k)e!kx—wt) _ (kA e;)a;(k)e*“k-xwﬂ} (12.2.7)
iy

Consideriamo adesso il primo termine misto del quadrato di E:

3 3
/ d’x / / (fj;; (;1;;3 [ex)mes (@)al, (@w(k)w(g)eit D xeitnw] (12.2.8)

Integrando sulle = I’esponenziale e!~9* porta un termine (27)36%(k — q), che sparisce integrando su
q: quindi rimaniamo con

3
/((217:){3 (e,\kei, (k)a,\(k)ai, (k)w,%) (12.2.9)

Il prodotto tra i versori di polarizzazione fa d)y/, quindi sommando su A rimane solo il termine con
A=\t s
&’k i
——w?ax(k)ay (k 12.2.10
| Gt el 00 (12210)
Tutti i termini misti (inclusi quelli del campo magnetico) sono di questa forma. Inoltre si puo dimostrare,
facendo i conti, che i termini in a3 e (a})? si elidono tutti. Allora

H—1/013X(E2+B2)—1/0131‘4N2“’2 EE (alax + axal) (12.2.11)
87 8w ) (2m)3 c? 245 ATA T EATN o
. . . 21h .
Scegliamo la normalizzazione N(w) = ¢4/ —, cosi da ottenere
w
d3k n
H= / (27r)3hw E/\ ajax (12.2.12)

In realta ci sarebbe da considerare anche un termine contenente il commutatore tra i due operatori.
Tuttavia, dato che ’energia & definita a meno di una costante, possiamo scegliere tale costante in modo
da annullare il termine contenente il commutatore. Abbiamo in definitiva dimostrato che le due Hamil-
toniane coincidono.

Vogliamo adesso passare ad una rappresentazione negli spazi di Foch. Definiamo uno stato vuoto |€2)
tale che air\ (k)|) = |k, A). Verifichiamone la consistenza:

Hal (k)|Q) = H|k, \) = fiwg |k, \) = hwyal (k)|Q) (12.2.13)
L’operatore impulso ¢ dato da
p-_ [EABd / k kY~ al (K)ax(k) (12.2.14)
= — xr = a a “L.
4rme (2m)3 S A A
Si ha
Pal (k)|Q) = hkal (k)|Q) (12.2.15)

Quindi sk rappresenta effettivamente I'impulso del fotone.
In definitiva, il potenziale vettore si scrive come

dgk 27h i(k-x—w * —i(k-x—w
A(X,t):/Wc T(e,\a,\(k)e(k Y 4 efal (ke ik t>) (12.2.16)
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Consideriamo adesso 'operatore hermitiano

k1 : .
x,t) = | —= [ae"(k'x_“’t) + aTe_’(k'x_“’t)} 12.2.17
o) = [ Gy mem (12:2:47)
Sia il quadrivettore posizione: x? = t? —x2. Calcoliamo [p(z), ¢(y)]. Ovviamente, se x ¢ al di fuori del
cono-luce di y il commutatore deve fare zero perché i due eventi sono causalmente distinti. Supponiamo
y =0 e z? < 0. Dobbiamo pertanto calcolare (poniamo k - x — wt = —ktz, = —kx):

/((;jrl; 1 (a(k)e—ikm+aT(k)eikm)’/ d®q 1 (a(q)—l—aT(Q))] =

2wy, (2m)3 \/ﬂ
&Pk 1 " "
= (e =™ 12.2.18
/(277)3 2wy (e ™) ( )
o o Pk .
Il prodotto scalare kz ¢ un invariante relativistico, ma anche 2% lo ¢, infatti
k
d?k
Saag s /d4k6(k2)9(k0) (12.2.19)
2wk
con .
5(k?) = 6(kg — k> = =—08(ko — k) + =—d(ko + |K) (12.2.20)
2| ko 2ko

che ¢ un invariante di Lorentz. In definitiva la quantita

dgk 1 —ikx —

¢ un invariante relativistico. Il commutatore che volevamo calcolare si scrive allora [p(x), ¢(0)] = A(z) —
A(—z). Dato che 22 < 0, esiste A; trasformazione di Lorentz tale che Ajx = —x e A(x) ¢ un invariante,
segue immediatamente che A(zx) = A(—z) e dunque, come ci aspettavamo, A(z) — A(—z) = 0. Quindi
la presenza dell’operatore a' fa si che non sia violato il principio di causalité.

12.3 Elettromagnetismo nella materia in gauge di Coulomb

In unita CGS le equazioni di Maxwell, che legano i campi alle sorgenti, sono

V - E(r,t) = 4mp(r,t) V- B(r,t)=0

10E(r,t) 4m, 10B(r,t)
B(r,t) = ———"—+-+ — t E(r,t) = ———F1— 12.3.1
VAB(rt) = ——5— + —j(r,1) V AE(r,t) = (12.3.1)
mentre ’equazione del moto in presenza di campo EM e quella di Lorentz:
O?r,(t 1
m ;':2( ) =q, [E(ra(t),t) + ~Va AB(r,(t),t) (12.3.2)

con

p(r,t) = 4a6”(r —ra(t))
Jrt) = qavab®(r —ra(t)) (12.3.3)

Dalle equazioni di Maxwell discende I’equazione di continuita, che esprime la conservazione della corrente:
Oyp+V -j = 0. Il sistema, nel complesso, ammette tre integrali primi: energia, impulso totale e momento
angolare (quest’ultimo non viene riportato in quanto non utile), che sono rispettivamente

_ 1 2 1 3 2 2
H = Ea §mava + 877'( /d I'(E + B ) (1234)
1
P= owVa+ — | ’r(EAB 12.3.5
Ea MaVa + 71— r( ) ( )
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Introducendo il quadripotenziale A, = (¢, A), le equazioni di Maxwell omogenee sono immediatamente
risolte:

10A
E=—— -
c Ot vé
B=VAA (12.3.6)
mentre quelle disomogenee assumono la forma
10
2p=—4 t)——-=V - A
V ¢ ﬂ-p(r7 ) Catv
1 02 9 47 10¢
= — - A=—j(r,t)— A+ —— 12.3.
<028t2 V> C_](1[‘,) V<V Jrc@t) (12.3.7)

Il sistema presenta inoltre un’invarianza per trasformazioni di gauge:

A— A+ VA
12.3.8
c Ot

In particolare, si usa scegliere la funzione scalare A in modo tale che il potenziale vettore soddisfi la
gauge di Coulomb V - A = 0. Un altro modo di vedere la cosa ¢ passare in trasformata di Fourier: per
un qualsiasi vettore

(r,t) / ¢k v(k,t)ekT (12.3.9)
v(r,t) = | —=v(k,t)e .3.
(2m)?
e decomporre il vettore trasformato in una parte trasversa v e una longitudinale v, con
. k-v)k ..
vy = % =kvy, (12.3.10)

Avremo dunque due componenti per il potenziale vettore (d’ora in poi, tutte le quantita sono intese
come trasformate di Fourier): Arp, Ay con Ay = kA e ji = kjr. La parte trasversa e longitudinale
soddisfano rispettivamente le equazioni

1 02 9 amr,
1. 4 ik .
—A; = 4, — Zo(k 12.3.12
2 L c JL c ¢( 7t) ( 3 )

Derivando I’espressione del potenziale scalare

47 ik
k,t) = —pk —A 12.3.1

e sostituendola nella (12.3.12) otteniamo

da cui segue appunto 'equazione di continuita p(k,t) +ikjr (k,t) = 0. Quindi, se & vero che la corrente &
conservata 'equazione (12.3.12) ¢ automaticamente verificata. Abbiamo percid dimostrato che possiamo
scegliere arbitrariamente Ay, (in particolare, possiamo sceglierlo nullo). Questo implica che dei quattro
gradi di liberta apparentemente necessari ai fini della descrizione del sistema (ossia le quattro componenti
di A,), uno & gia determinato, quindi ne rimangono tre. In pill, mettendosi in gauge di Coulomb,
I’equazione per ¢ si riduce a quella di Poisson, quindi anche la componente 0 del quadripotenziale e
univocamente determinata una volta assegnate le sorgenti. In definitiva, il sistema avra solo due gradi
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di liberta.

Vogliamo adesso scrivere 'Hamiltoniana; partiamo innanzitutto dall’espressione dell’impulso (12.3.5).
Decomponiamo il campo elettrico in parte trasversale e longitudinale (ricordando che B ¢ solo trasversale
in quanto rotore di A):

1 1
P= Vot — | Pr(Er AB)+— [ &*r(EL AB 12.3.14
;mv—i-ZmC/ r(Er )+47rc/ r(Eg ) ( )
Il termine contenente la parte trasversale puo riscriversi come

e /d3 (Ex AB) = —— /dBr Von(VAA) (12.3.15)

la cui componente i-esima ¢
1
— R /d3r(6j¢8iAj — ain) (12316)

Il primo addendo dell'integrando, integrato per parti, conterra un termine in 0;0;4; = 0;0;4; =
9;V - A = 0, in quanto siamo in gauge di Coulomb. Il secondo addendo restituisce, integrando per
parti, il Laplaciano di ¢, quindi, sfruttando ’equazione di Poisson si ottiene:

—/d?’ (EL A B) /V2¢Ad3r = f/p(r)Ad3r = Z%"A(ra) (12.3.17)

4me

Quindi
P= E {mava + q—aA(ra)} + L /d?’r(EL AB) =
- c 4mc
= E Pa + 1 /d3r+ 1 /d3r(EL A B) (12.3.18)
- 4mc 4mc

Adesso consideriamo ’energia espressa in (12.3.4) (che non ¢ detto ancora che coincida con 'Hamilto-
niana). La parte EM &

1 1
H= Q/d%E% + 5 /d3r(E2T + B?)

Il primo termine si puo riscrivere come

—/dS (Vo)? —/d3r47r¢p r) = 2/d3 d3r p(r)p(r) (12.3.19)

v — x|

Quindi ’energia si scrive come

BT (- ) A g oL [ w2

interazione Coulombiana

Questa verifica le regole di commutazione proprie dell’Hamiltoniana, quindi rappresenta effettivamente
I’Hamiltoniana di interazione luce-materia.

12.4 Quantizzazione canonica

In gauge di Coulomb i campi EM in funzione del potenziale vettore sono dati da

1.

E=—-A
C

B=VAA
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In trasformata di Fourier:

3
E(x,1) :/%Ek(t)eik'x (12.4.1)
A(x,t) :/é?)?:?,Ak(t)eik'x (12.4.2)

con k- Ay = 0. Per le trasformate valgono le relazioni
1. )
E,=—-A;, Bi =ik A Ay (12.4.3)
c

Per quanto riguarda 'energia (A = ay + iby):

1 5 5, d’k 1 / Lov o ox 2| 4k
= — = — —|A =

1 Lo 19 202 | 12 d’k
= — —ap + by + k7 (a + b)) | —=

S (CQ k+C2 k+ (k:+ k:) (27_(_)3
che descrive un insieme di oscillatori con frequenza w = kec.
Prendiamo adesso ad esempio un sistema unidimensionale (corda vibrante). L’equazione della corda
vibrante ¢ quella di d’Alembert:

(12.4.4)

82@(-1" t) _ 02 8290(:1’" t)
ot? 0x?

T
=0, c=4|—
I

(12.4.5)

dove T ¢ la tensione della corda e u € la densita lineare di massa. La Lagrangiana che genera questa
equazione ¢

L= / Bu(at@f - :g(amso)z} dz (12.4.6)

Le coordinate lagrangiane sono in questo caso le ¢(x,t), i cui impulsi canonicamente coniugati sono dati
da

oL
(z,t) = = pp(x,t 12.4.7
(2,t) ) pp(x,t) ( )
Noti gli impulsi, siamo in grado di scrivere I’Hamiltoniana
1o T 2
H= | dell(z,t)p(z,t) — L= [ dz 2—1’[ +5(8m<p) (12.4.8)
I

Le relazioni di commutazione canoniche sono [Q;, P;] = ihd;;, che in questo caso si esprimono come
(e, 1), L(a, £)] = ihd(z — y) (12.4.9)

Dato che ¢ soddisfa I’equazione delle onde, possiamo scriverla come sovrapposizione di onde piane:

oz, t) = / ;—kNw [a(k)e™ ™=t 4 af (k)ethetivt] (12.4.10)
™
da cui dk
I(z,t) = pup = —iu/Q—wNw [a(k)ei’”’_i‘“t - aT(k)e_””“‘”t] (12.4.11)
™

Il commutatore deve valere indipendentemente dal tempo, quindi possiamo porre t = 0. Si verifica che,

se scegliamo N, = e assumiamo la regola di commutazione [a(k),a’(k')] = 276(k — k'), allora

2wy,
¢ e II soddisfano la regola di commutazione canonica. Inoltre, ’'Hamiltoniana potra essere scritta nella
forma hwa'a.
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12.5 Invarianza di gauge

In Meccanica Classica le equazione del moto in presenza di campo EM sono invarianti per trasformazioni
di gauge

A— A+VA
(12.5.1)

10A

or— ¢ — -y

Come si manifesta l'invarianza di gauge in Meccanica Quantistica? Prendiamo due Hamiltoniane di
particella libera che differiscono per una trasformazione di gauge:

1 e 2
H1=7(p—*A1) + ep1
2m c
1 e 2
Hy = o (P - EA2) + e
A=A+ VA
Lon (12.5.2)
¢1 = ¢2 - Ea
Sappiamo che se due Hamiltoniane sono legate da una trasformazione unitaria, allora le equazioni del
moto che esse generano sono le medesime. Se S & un operatore unitario e ¢’ = S, allora H' =
SHS™! + ih%S’l. Se scegliamo
el
S = —— 12.5.3
e (1% (1253)
otteniamo
85 ie OA _edA
8t he 0t c Ot
LS (png) 571 :ieieA/hc EvigA —ieA/hc
2m c 2m ) c
- (ﬁv _ Ayt <—w> VA) -
i c i he
= (ﬁV ~SA- eVA)
i c c
Quindi
1 e JA 1
HY = ( ffAff A) _g82 ( f—A) =K 12.5.4
2 =5 (P 2 v + epa ot~ am \P 1) +tepr 1 (12.5.4)

Quindi una trasformazione di gauge sui potenziali equivale ad una trasformazione di fase sulle funzioni
d’onda. In termini covarianti, le trasformazioni di gauge si scrivono come

AL = AR —9,A (12.5.5)

Osserviamo che se eseguiamo una trasformazione di gauge sui potenziali e la trasformazione di fase
inversa sugli stati, ’Hamiltoniana del sistema rimane invariata. Cosa implica questa invarianza?
Definiamo la derivata covariante:
h ie
p_l(v_ix (125.6)

) he

Posto g = e/hc, una trasformazione di gauge si scrivera come ¢ — 9% e

Dy — (D) = (V —igA 4+ gVA)e'9 ) = 9 Dy (12.5.7)
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Cosa comporta geometricamente questo cambiamento di fase? Consideriamo trasformazioni di gauge
indipendenti dal tempo: A = A(x), allora la trasformazione

(x) — NP (x) (12.5.8)

corrisponde ad un cambiamento di fase punto per punto. Cerchiamo una funzione U(y,z) tale che
P(y) ~ Uy, z)y(x), ciot tale che

P(z) — e Pp(z)
P(y) = Uly,z)ib(x) — e *@y(y)

Il problema sta nel fatto che U sara in generale funzione del particolare cammino con cui da x si va a y.
Prendiamo adesso due punti vicini, 2* e x* + ¢*. Dato che U deve essere unitario, per €* piccolo si ha

Uat +e, o) =1+1igA,e! (12.5.9)
Per definizione di sviluppo in serie dovra essere

ou
o = ig A (12.5.10)

Una proprieta di U deve essere 'additivita: se z,y, z sono tre punti appartenenti allo stesso cammino C,
allora

Uc(y,z) =Ul(y,2)U(z,z)

Questa condizione si realizza scrivendo

Ue(, 20) = exp [ig / ’ Au(f“)dg“] (12.5.11)
o
e con una trasformazione di gauge
U+— exp {z’g /y(A# + aﬂA)dgﬂ} = e9N\WY (y, 2)e 1A @) (12.5.12)
Quindi la derivata si scrive

Pz +dz) = Uz + da, 2)y(2) = () + updat — (1 +igAudat)y(2) = (9, — igAy)pda”

che ¢ proprio la derivata covariante. La derivata covariante ¢ un esempio di accoppiamento minimale
(invariante di gauge). La condizione per cui U non dipenda dal particolare cammino &

7{Aud§“ =0 /F,Wdo‘“’ =0 (4 dimensioni)
%A -dé=0 /(V AA)do =0 (3 dimensioni) (12.5.13)

In generale non vale il viceversa, ossia se F,,, = 0 non ¢ detto che la circuitazione sia nulla. Vale solo se
lo spazio € semplicemente connesso.

12.6 Simmetrie interne

Le simmetrie interne sono le simmetrie di un sistema diverse da quelle dei gruppi di Lorentz e Galileo.
Una ad esempio & lo spin isotopico in SU(2). Il gruppo di isospin avra tre generatori T4, 7%, T5 tali che
[Hgs, T] = 0, questo implica che & possibile classificare gli stati tramite gli autovalori di T? e Tj.

1
La carica di una particella e data da @ = T35+ 5(3 +5) dove B ¢ il numero barionico € S ¢ la stranezza

della particella.
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Capitolo 13

Atomi

13.1 Configurazioni elettroniche
La degenerazione d di un livello atomico ¢ data da

d=_2_- (20+1) (13.1.1)

SPIl momento angolare

d
Il numero di configurazioni possibili & ( k)’ dove k e il numero di elettroni. Se un guscio & completo,

allora la configurazione € unica, mentre se abbiamo piu gusci incompleti si moltiplicano i singoli numeri
di configurazioni. Questa degenerazione sara rotta dalle perturbazioni. Quella di cui va sempre tenuto
conto e 'interazione coulombiana tra gli elettroni. In ogni caso, I’'Hamiltoniana esatta sara invariante
sotto rotazioni, in quanto

Z 1

H = parte cinetica — —+ _ 13.1.2

2 ) -
j

di conseguenza, gli autostati di H saranno autostati anche di L? e L, (momento angolare totale) e di S?

esS,.

Elettroni equivalenti

Due o piu elettroni si dicono equivalenti se occupano lo stesso orbitale. Prendiamo ad esempio due
elettroni nello stato 2p. Per scrivere le possibili configurazioni elettroniche seguiamo questo procedimento:

1. Scriviamo gli stati possibili per un solo elettrone, nella forma L., S,, che saranno nel nostro caso
a)l,+ b) 0, + c) —1,+
ad)l,— b)0,— d) —1,—

2. Organizziamo le coppie in una tabella a seconda del valore di L, (in questo passaggio possiamo
trascurare le coppie che danno valori di L, o S, negativi, in quanto sono contete automaticamente):

L.=2,5.|L.=1,5.|L.=0,5;

a+a, 0 a+b, 1 a+e, 1
a +b, 0 a+e 0
a+t,0 b +b,0

a+c,0
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3. Infine si scrivono gli stati. Partiamo dall’unico avente L, = 2,5, = 0: questo apparterra sicura-
mente al 1D. Gli altri stati appartenenti a D si trovano applicando L_, e quindi ve ne sard uno
avente L, = 1,5, = 0 e un altro avente L, = 0,5, = 0. Eliminate quindi le coppie corrispondenti
(non importa quali in caso di ambiguita in quanto stiamo solo contando), passiamo alla prima di
quelle rimaste, cio¢ a + b, che ha L, = 1, S, = 1 e quindi sard un 3P. In questo, vi saranno anche
glistati L, = 1,5, = 0, —1. Eliminate anche queste, rimane la coppia a + ¢’ che ha L, = 0,5, =0,
e quindi sara un 1S. In sintesi, gli stati possibili sono !D,3P,1S. Tramite la regola di Hund (che
vale solo per elettroni equivalenti) troviamo che lo stato fondamentale & 1S.

13.1.1 Tre elettroni equivalenti

Prendiamo adesso il caso 2p?, ossia tre elettroni equivalenti nello stato 2p. Gli stati possibili sono gli
stessi di prima, quindi possiamo direttamente scrivere la tabella:

L.=25. | L.=1S. | L.=0,85.

a+a +b 1/2|a+ad +¢, 1/2 | a+b+c, 3/2
a+b+¥b,1/2 |a+b+, 1/2

a+bV +e 1/2

a+b+e 1/2

a+a’ +b, avente L, =2, S, = 1/2 appartiene a 2D, insieme a a +a’ + ¢,a+ b+ ¢’. Poi avremo 2P e
infine 4S. Lo spin pil alto ce I'ha il *S, che per Hund sard dunque il fondamentale.
Per quattro o cinque elettroni € molto semplice, in quanto si dimostra che la configurazione ¢ equivalente
al complementare a 6 (quindi 2p? & uguale a 2p?). Per dimostrare questo fatto, consideriamo 1’operatore

di creazione b}, ,, che sotto rotazione trasforma come

bf, — > Rasabl, (13.1.3)

[e3%
Consideriamo cinque elettroni: b;b};blbgbgm} e applichiamo blbI. Si ha
1. blbi ¢ invariante sotto rotazioni;

2. byb! - bi|Q) trasforma come by in quanto bl ---bf|Q2) & il guscio completo, e dunque & invariante
sotto rotazioni. Pertanto quello che determina la configurazione ¢ b; (che crea una lacuna, ossia
un elettrone di carica positiva sovrapposto ad un elettrone normale).

Calcoliamo adesso il valor medio dell’Hamiltoniana,
. 1
H= Zﬁ(z)+zm (13.1.4)
i<j

su un singolo determinante di Slater:

4
WIS = (ki) + 5 S (V1) ~ 51V15i)) =
= Z/%(q) <;V2 - f) pi(q)dg + % Z U dgdq'vi(a)p;(d)V (g, 4")pi(a)e;(d")—
- /dqdq/%@i(Q)‘Pj(q/)V(%q/)@j(Q>Sﬁi(ql>:| (13.1.5)

Per stimare I'energia del fondamentale, applichiamo il principio variazionale con il vincolo che gli stati
siano normalizzati, ossia ( J <p2dq) — 1= 0. Eseguendo la derivata variazionale otteniamo

(-39 Z) eatart [ a0 S AVl don@ - 5 [ deua )itV d 1os(0) ~2enpala) =0

(13.1.6)
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13.2 Equazione di Hartree-Fock

Schema generale
e Singola configurazione (Hartree-Fock Single Configuration);
e Autostati di H hanno L? e S? definito (termini spettrali);
Vediamo la scrittura dell’equazione di H-F nei seguenti casi:
1. Singolo determinante di Slater (gas nobili e alcalini);
2. Un solo guscio incompleto.

L’energia su un singolo determinante e

H= Zﬁ(z’) 4= ZU Ui( q)Vi(q / ¥i ( )WVila)| ¢i(d)

v . . -
singola particella termine diretto termine di scambio
(13.2.1)
Gli orbitali saranno invece della forma
¥i(q) = rPu(r)Yimxs(o) (13.2.2)

dove P,(r) ¢ la funzione d’onda radiale ridotta, Y}, ¢ 'armonica sferica corrispondente all’orbitale e
Xs(0) & uno spinore. La degenerazione sara, nel caso di guscio completo, q, = 2(2¢, + 1).
Occupiamoci del contributo di singola particella:

an/rpa(r)< ;;2 *y W—Q Py(r) (13.2.3)

dove la somma & fatta sugli orbitali. Definiamo un’energia media

V1) =3 (% )Oan + X aat T (1520

a a<b
Per i gusci completi si ha
a a\Ya — 1 1
<‘12) - % = 522l + (Al +2 — 1) = (4o + 1)(26e + 1) (13.2.5)

Nel caso di elettroni equivalenti, il termine diretto e invece

Vi (20) Vi (22) > X5 (0)x5 (0 xs (0) xsr (")

ss’

2 2(./ *
3 / IR mm,mz)‘ o

m,m’

(13.2.6)

S XX (0)xs(@)xw () =D 1 1=4 (13.2.7)

Lo sviluppo dell’interazione coulombiana ¢ il solito

k
1 1 ro\* 4
_ = — E — E Yiar (1), (2 13.2.8
|r_rl| r> p (T>> 2]€+1 kM 1) k]\/f( 2) ( )

La parte di spin da

e i due integrali angolari diventano del tipo

S [ A0 (00 Vi) Yiar ()
M

$ / A5V () Vi ()Y (22) (13.2.9)
M
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Per le regola di selezione m+ M =m, quindi M =0e 0< k<2(. Se M =0

20+ 1
47

D Y () Yin (Q2) = (13.2.10)

dato che non dipende da 6, ¢, Uintegrale angolare in € fa zero, a meno che non sia k = 0 (simmetria
sferica). La parte radiale sara del tipo (nel nostro caso sara a = b e k = 0)

F*la,b] = / P2(r1) P2(ry) (“)k (13.2.11)

> \T>

[ 4w N
ck(li,mi;lmmr) = m/dg)/li,milfl“mr)/km (13212)

Il =Ll <k <l +1;
my +m =my (13.2.13)

Definiamo adesso

In generale

Sfruttando le somme dei ¥ si ha per la parte diretta
2(20 + 1) F°[nt, n) (13.2.14)

Passiamo adesso al termine di scambio. La parte di spin adesso diventa

Z X: (J)X:’(U/)XS (U/)XS’(U) = Z 655’655’ =2 (13215)

s,s’ s,s’

in quanto adesso solo gli spinori paralleli contribuiscono.
La parte angolare si tratta allo stesso modo di prima, e si ottiene

— (20 + 1)FO(nt,nl) — (20 +1) Y ¢*(£,0,£,0; k,0)F*[a; a] (13.2.16)
k>1

I termini in F° si sommano per dare

220+1)2 — (20 +1) = (20 + 1)(40+ 1) = (q;) (13.2.17)
In definitiva si ha per I’energia media:
_ 1
=r° - § ik, 0)FF 13.2.1
Ua [a, a] i1 Zc (£q,0,¢4,0;k,0)F”a, a) (13.2.18)
E>1
Per gli elettroni non equivalenti si ha, posto:
k
k 1 T<
G"[a,b] = / P,(r1)Py(re)— <> P, (r2)Py(rz) (13.2.19)
T1,T2 r> r>

si ha
1 1

Uap = F°(ng, la, np, b)) — =
b ( b 6) 2\/(2ea+1)(2&,+1)§k:

*(0q,0,04,0; k,0)G*[a, b] (13.2.20)

L’energia media da automaticamente 1’espressione per gas nobili e metalli alcalini (anche per ioni con la
stessa configurazione elettronica).

Nel caso di orbitali non completi, supponiamo di avere sempre la stessa configurazione elettronica. Avre-
d
mo allora ( k> determinanti di Slater organizzati secondo gli autostati di L?, L., S?, S,. Possiamo seguire

due strade:
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e Diagonalizzare L, S e calcolare I'energia fra i due orbitali risultanti.
e Calcolare la matrice V sui vari determinanti e diagonalizzarla.

Per la configurazione p? (eg. Carbonio):

SP IS lD
— 55 F2[p, 7] 0 0
25 ’
Ermean + 0 2 p2) 4 0 (13.2.21)
0 0 35 [p, p]

Quindi il fondamentale & 3P, come avevamo gia visto. Nota: > molteplicith x §E = 0 (traccia).
Applicando il metodo variazionale ricaviamo la forma generale dell’equazione di Hartree-Fock:

1 1
LoPy+(ge—1 ka (a,a;7) Py + qu ;Yo(b, b;r) Py + ng(a,b);Y’“(a,b;r)Pb(T) =
b#a k=0

=Pt Y weaP (13.2.22)
b

e 1l potenziale Y°(a, b;r) ha la forma di un potenziale generato da una distribuzione di carica sferica.

e I potenziali Y* corrispondono a deformazioni degli shell.

e Normalmente gli €, sono nulli. Possono tener conto della non-ortogonalita nel calcolo iterativo.
Adesso ’equazione di Hartree-Fock puo essere risolta tramite la seguente procedura iterativa:

1. Si scelgono dei valori iniziali per le funzioni d’onda orbitali e per €g;

2. Si calcola il termine di scambio nell’equazione;

3. Si risolve il sistema di equazioni differenziali disomogenee (ITER);

4. Moltiplicando la parte sinistra di ogni equazione per i nuovi P,, ricalcolando il termine di scambio
ed integrando si ottengono dei nuovi valori di €,;

5. Si ricomincia dal punto (ITER).

13.3 Elio (stato fondamentale)
Orbitale 152, singoletto. La funzione d’onda orbitale &

U(@,y) = frs(@) f15(y) (13.3.1)

Nello sviluppo dell’interazione coulombiana:

e —y| rs r>/) 2k+1 -

k
1 1 A
== <r<) E Ykm (Q1)Y5,(22) (13.3.2)
k
sopravvive solo 'onda S (k = 0):

=2 / drf(r ( _ ) / o f(x)f(y)dxdy (13.3.3)

1 vincolo & C[f] = 2¢ ([ f* —1). Allora

‘g(E(;fC) ~0 H/dyﬁ(w

da cul E ~ —2.86 au.

o) - 2i4 [WPw @ =) 133)

max(z,y)
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13.4 Correzioni dovute allo spin

In assenza di campi esterni, ’'Hamiltoniana di un atomo commuta con J, quindi gli stati stazionari
possono comunque essere classificati secondo gli autovalori di J2,J, e avranno degenerazione 2j + 1. Se
consideriamo lo spin, I’Hamiltoniana sara quella di accoppiamento £ — s:

eh? 1dV Ze*h? 1

Hyy = ——— =/ 134.1
b 2m2c2 r dre S 2m2c? r3e S (13.4.1)

Per un atomo dovrd sommare su tutti gli elettroni:
Ze*h? 1
Hy =Y - e g s, (13.4.2)

2.2 3%
; 2m2c? r;

Inoltre gli elettroni in movimento generano una corrente e quindi un campo magnetico a cui lo spin
risponde (spin other orbitals):

e2r? 1
Hyoo = Z WTT [_(Sa + QSb) . (I‘ab A pa) + (Sb + 2Sa) . (rab A pb)] (1343)
a< ab

In pitu ci sara l'interazione spin-spin:

e 1 3(Sa : I‘ab)(Sb “Tap)
H,, = Z P, |:sa sp — =) (13.4.4)

a<b

H,,o e Hss hanno elementi non nulli solo per le coppie di elettroni appartenenti a gusci non completi, che
sono comungque in numero ristretto e non crescono con Z, come Hyg, che in particolare sara il termine
dominante.

Il campo coulombiano ha una lunghezza caratteristica az ~ 1/Z, quindi 'ordine di grandezza di Hy, &

1
20?2, [
A

con ., ~ VZ (in prossimita del nucleo). Quindi Hys ~ Z2a?. Considerando che Hy, comunque non
contribuisce su shell chiusi, possiamo scrivere

= Z A(r)e; - s; (13.4.5)

con il termine A(r;) che puo tener conto eventualmente dello schermaggio (ma non ci interessa in questo
caso). Dato che A(r;) ha lo stesso valore sugli elettroni di uno stesso shell, possiamo considerarlo costante:

s = AZ& -8; — Hog = AL - S (Wigner-Eckart) (13.4.6)
Gli stati di partenza hanno degenerazione (2¢ + 1)(2s + 1), Hex € diagonale nella base |J,J,), con
|IL—S|<J<L+Se afissiL,S:

JjG+1) —2(l+1)—s(s+1)
2

L-S=
Allora 4
B =C+ 550 +1) (13.4.7)

dove C' & ’energia del baricentro e A tiene conto di tutte le costanti. Notiamo che A = E; — E;_; = jA.
Come determiniamo il segno della costante A? Supponiamo che gli elettroni siamo meno della meta di

S
d =2(2¢+ 1). Nello stato fondamentale si ha S, = — per la regola di Hund, quindi
n

2

Ze L-S
=A 13.4.
Hefr = ZE N 2m2e2r3 n (13.4.8)
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dato che L - S & positivo, segue che anche A > 0. In conclusione, per atomi aventi lo shell esterno
occupato per meno della meta di d la costante A & positiva. Invece, se 'occupazione ¢ piu della meta di

d, osserviamo che
Azzi-si_A<Z— Z ) =—A Z (13.4.9)

tutti  tutti—d tutti—d

in quanto sulla configurazione di guscio completo £ - s € nullo. Concludiamo che in questo caso A < 0.

13.5 Campo magnetico

In presenza di campo magnetico, sappiamo che I’'Hamiltoniana di interazione e

eh
H; = Z 5 (bi+2si) B (13.5.1)

Se upB < Apg (separazione tra i livelli di struttura fine), allora & possibile considerare separatamente
i livelli di struttura fine, considerando gli autostati di struttura fine come autostati imperturbati e H;
come perturbazione. Posto B = Bz, si ha

H;=pp(L,+2S.)B

Notiamo che

14 c,
L128=J4+S=J- % (13.5.2)
9j
dove G4 — L+ 1 1

2j(j+1)
¢ il fattore di Landé. Un livello con J fissato si splitta in 2J 4 1 livelli in presenza di campo magnetico,
separati da un gap A = g;upB.

Consideriamo il caso L = 1,5 = 1/2. La degenerazione & d = (2L + 1)(25 4+ 1) = 6. Per interazione
L — S il livello si splitta in due livelli di struttura fine, uno con J = 3/2, I’altro con J = 1/2. In presenza
di campo magnetico, il livello a J = 3/2 si separa in 4 livelli, mentre quello a J = 1/2 in due.
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Capitolo 14

Teoria della scattering

14.1 Scattering elastico

Consideriamo uno scattering elastico tra un flusso di particelle incidenti contro un bersaglio la cui massa
verra considerata infinita. Vogliamo sapere quante particelle vengono rivelate dopo lo scattering ad un
angolo 6 (angolo di scattering). Supporremo che il potenziale di interazione sia centrale e tratteremo

. dN
solo il caso stazionario. Lo stato iniziale & un’onda piana e¢***. Indicando con a il flusso di particelle
per unita di tempo, possiamo scrivere

dove j e la corrente di funzione d’onda ed ha le dimensioni di un flusso di particelle per unita di tempo
e di superficie, quindi la costante di proporzionalita do avra le dimensioni di un’area e viene chiamata
sezione d’urto differenziale. Per un’onda piana si ha

hk

S 14.1.2
o =V ( )

h * *
JZ%(T/) Vi —pVy*)

dove v e la velocita del fascio incidente, quindi 7 = v. Lo stato finale, a grande distanza dal bersaglio,
sara un’onda sferica uscente, quindi ci aspettiamo una funzione d’onda del tipo
ikr—iwt

e

P =Pt f(9) (14.1.3)

r

Gli stati stazionario si ottengono imponendo che la derivata parziale della fase rispetto a k sia nulla. Per
l'onda incidente si ha

Ow
——t=0 14.1.4
T ( )
Ow ca o : .
% ¢ la velocita di gruppo dell’onda. A ¢ — —oo, si ha z = —oo, mentre a t — +00 si ha z = +o00, che
e coerente. L’equazione di Schrodinger da risolvere &
- hivzw +V(r) = Ey (14.1.5)
2m N o
h2k?
Scrivendo E = ——, possiamo riscrivere
2m
2m
V3 + kP = T2 V()Y (14.1.6)

La condizione al contorno ¢ la condizione di Sommerfeld (valida per un potenziale che si annulla
all’infinito):

lim r (?)f — ikap) =0 (14.1.7)

r—00
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dove o = 1) — e*** (3 & la soluzione).
Il numero di particelle al secondo che passano attraverso un rivelatore e

- dS (14.1.8)

dove 7, & il flusso di particelle per unita di tempo e superficie radiale (a grandi distanze) e dS ¢ la
superficie sottesa dall’angolo solido corrispondente. Abbiamo quindi

h oy oy hy 21 |fO)F
— * _ — 2 — = 14.1.
I oma < ar v or ) 2mi ik £(6)] 2=V ( 9
L’elemento d’area ¢ legato all’elemento di angolo solido dalla relazione dS = r2d2. Allora
dN 0)|?
— =3dS =v F(0)] r2dQ = v|£(0)]?dQ (14.1.10)
d¢ r2
Quindi la sezione d’urto elsatica differenziale e
1 dN
do = —— = |f(0)]?dQ 14.1.11
— S = 1r0) (14.1.11)
e quella totale:
a=/|f(9)\2d(2 (14.1.12)
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